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PREFACE

Ces notes de cours traitent de "approximation de champ moyen pour les états
d’équilibre de systémes a N corps en mécanique statistique classique et quantique. Une
stratégie générale pour la justification des modeles effectifs basés sur des hypotheses
d’indépendance statistique des particules est présentée en détail. Les outils principaux
sont des théoremes de structure a la de Finetti qui décrivent les limites, pour N grand,
des états accessibles aux systemes en question, en exploitant I'indiscernabilité des
particules. L’accent est mis sur les aspects quantiques, notamment |’approximation
de champ moyen pour le fondamental d’un grand systeme bosonique, en lien avec
le phénomene de condensation de Bose-Einstein : structure des matrices de densité
réduites d’un grand systéme bosonique, méthodes de localisation dans ’espace de
Fock, dérivation de fonctionnelles d’énergie effectives de type Hartree ou Schrodinger
non linéaire.
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AVANT-PROPOS

Le but de ces notes de cours est de présenter, de maniere aussi exhaustive et pé-
dagogique que possible, un ensemble de résultats mathématiques récents ayant trait
au phénomene physique de condensation de Bose-Einstein dans des gaz d’atomes
ultra-froids. Un des nombreux problémes théoriques posés par ces expériences consiste
en la compréhension du lien entre les modeles effectifs, décrivant les expériences avec
une précision remarquable, et les principes de base de la mécanique quantique. Le pro-
cessus liant les descriptions fondamentales et effectives est souvent appelé une limite
de champ moyen et la théorie de ces limites a motivé un trés grand nombre de travaux
en physique théorique et mathématique. Dans ce cours on se focalisera sur une des
méthodes permettant de traiter la limite de champ moyen, basée sur les théorémes a
la de Finetti. On interprétera I’émergence des modeles de champ moyen comme une
conséquence fondamentale de la structure des états physiques en considération.

Ce texte a pour vocation d’embrasser des aspects d’analyse, de probabilité, de
physique de la matiere condensée, de physique des atomes froids, de mécanique
statistique et quantique, d’information quantique. Uemphase sera mise sur la spécialité
de 'auteur, a savoir les aspects analytiques de la dérivation des modeles de champ
moyen, dans le cas de modeles statiques. La présentation aura donc un aspect beaucoup
plus mathématique que physique, mais le lecteur devrait garder a Pesprit le lien entre les
questions soulevées ici (et dans la littérature citée) et la physique des atomes froids, en
particulier les expériences ayant permis 'observation de condensats de Bose-Einstein
en laboratoire depuis le milieu des années 90.

Un mot sur les expériences

Le phénomene de condensation de Bose-Einstein est au centre d’un vaste de champ
de recherche en pleine expansion depuis le milieu des années 90. Lextréme versatilité
des conditions maintenant accessibles a 'expérience rend possible I'investigation
détaillée de nombreuses questions physiques fondamentales. Le lecteur est renvoyé
aux textes [ Aft 06,BDZ 08,DGPS 99,DGJO 11,LSSY 05,PS 01,PS 03,Fet 09,Coo 08]
et leurs bibliographies pour de plus amples développements sur la physique des
atomes froids. Des présentations tres accessibles au non-spécialiste sont données
dans [Dal 01,CD 03, CTDL 05].
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Les premiéres observations du phénomeéne de condensation de Bose-Einstein ont
eu lieu simultanément au MIT et & Boulder, Colorado dans les groupes de W. Ketterle,
d’une part, et E. Cornell et C. Wieman, d’autre part, ce qui leur a valu le prix Nobel
de physique 2001. Les possibilités ouvertes par ces expériences et celles qui ont suivi
en termes d’exploration de la physique quantique macroscopique en font une des
pierres angulaires de la physique contemporaine.

On entend par « condensat de Bose-Einstein » un objet constitué par un grand
nombre de particules (habituellement des atomes alcalins) dans le méme état quantique.
La condensation nécessite donc en premier lieu que les particules en considération
soient des bosons, c’est-a-dire ne satisfassent pas le principe de Pauli qui interdit a
deux particules d’occuper le méme état quantique.

Cette occupation macroscopique d’un unique état quantique de plus basse énergie
ne se manifeste qu’a tres faible température. Concrétement, il existe une température
critique 7, pour I’existence d’un condensat, et I'occupation macroscopique de Iétat de
plus basse énergie n’apparait que pour des températures 7' < 7. Lexistence théorique
de cette température critique remonte aux travaux de Bose et Einstein dans les années
20 [Bos 24, Ein 24] mais des objections de taille ont été formulées a I’époque :

1. La température critique 7, est extrémement basse, complétement inatteignable
avec les moyens des années 20.

2. A une telle température, I’état fondamental de tous les composés connus est un
solide, et non pas un gaz, comme supposé dans la théorie de Bose-Einstein.

3. Le raisonnement proposé par Bose et Einstein porte sur un gaz idéal, sans
interactions entre les particules, ce qui est assez peu réaliste.

La premiére objection n’a pu étre levée que dans les années 90 avec ’apparition
des puissantes techniques de refroidissement par laser ) et par évaporation, qui ont
permis d’atteindre des températures de I’ordre du micro-Kelvin dans des gaz quantiques
piégés par des dispositifs magnéto-optiques. Quant a la seconde, la solution est dans
la dilution des échantillons en question : les rencontres de trois particules ou plus
nécessaires pour entamer la formation de molécules puis d’un solide sont extrémement
rares. On pourra donc observer une phase gazeuse méta-stable pendant un temps
suffisant pour la formation d’un condensat.

La troisieme objection est de nature plus théorique que pratique. Lessentiel du
matériel décrit dans ces notes s’inscrit dans un programme de recherche (impliquant
de nombreux auteurs, voir les références au fil du texte) visant a lever cette réserve

possible. On aura donc amplement I'occasion de la discuter plus en détail dans la suite.

De nombreuses observations concordantes ont confirmé la création de condensats
de Bose-Einstein : imagerie de la répartition en vitesse/énergie des atomes piégés,

interférences de condensats, confirmation du caractére superfluide des objets créés. . .

L'importance nouvelle ainsi acquise par les modéles mathématiques utilisés pour la
description de ce phénomeéne a motivé une vaste littérature consacrée a leur analyse.

(1) Qui ont valu le prix Nobel de Physique 1997 a Steven Chu, William Phillips et Claude
Cohen-Tannoudji.

https://spartacus-idh.com
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3

Quelques questions mathématiques posées par
les expériences

En admettant I’existence de la condensation, le gaz en question peut-étre décrit par
une seule fonction d’onde ¢ : R? — C, correspondant a I’état quantique commun
a toutes les particules. Une assemblée de N particules quantiques est normalement
décrite par une fonction d’onde a N particules ¥, : RN — C, et il faut donc
comprendre pourquoi et comment on peut passer d’une fonction de N variables ¥y,
a une fonction d’une seule variable décrivant un comportement collectif. Létude
de la précision de cette approximation, qui a des conséquences pratiques et théo-
riques trés importantes, est une tache de premiére importance pour le théoricien et le
mathématicien.

On peut se poser les questions suivantes :

1. Peut-on décrire I’état fondamental (2 température nulle) d’un systeme de
bosons en interaction par une seule fonction d’onde ¢ ?

2. Partant d’une description a une fonction d’onde et suivant la dynamique na-
turelle pour un systéme de N particules quantiques (flot de Schrédinger N
corps), la description par une seule fonction d’onde est-elle préservée par la
dynamique?

3. Peut-on prouver rigoureusement |’existence d’une température critique 7. en
dessous de laquelle la description & une fonction d’onde est valable pour les
états d’équilibre & température 7' du systeme?

Ces trois questions précisent les investigations nécessaires pour lever de maniere
satisfaisante la troisieme objection soulevée au paragraphe précédent. On rappelle
donc que le probléeme est bien de comprendre le phénomene de condensation pour
un systéme quantique de particules interagissantes. Le cas de particules idéales est
essentiellement trivial, au moins pour les questions 1 et 2.

Il faut entendre ici, dans ’esprit de la physique statistique, que nous voulons
établir la validité de ’approximation par une seule fonction d’onde asymptotiguement
dans la limite d’un grand nombre de particules, modulo des hypothéses appropriées sur
le modele en question. Idéalement, les hypotheses devraient se réduire a celles garantis-
sant que le modele & N corps de départ ainsi que le modele & un corps d’arrivée soient
bien définis mathématiquement. Remarquons que pour des particules quantiques en
interaction, le modele de départ est toujours linéaire alors que le modele d’arrivée est
toujours non-linéaire.

Beaucoup des résultats récents présentés ci-apres sont le pendant naturel dans un
cadre quantique de résultats de mécanique classique plus anciens et mieux connus,
pour lesquels des question reliées se posent. Pour des raisons pédagogiques, quelques
notions sur les limites de champ moyen pour des modeles de mécanique classique
seront donc rappelées par la suite.

La question 1 est 'objet de ce cours, et nous verrons qu’elle nous aménera a
développer des outils d’intérét mathématique intrinséque. On peut ’attaquer par
essentiellement deux approches :

e La premiére exploite des propriétés particulieres de certains modeles physiques
importants. Elle s’applique ainsi au cas par cas, avec des ingrédients différents
et sous des hypothéses souvent restrictives, en particulier sur la forme des
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interactions. Sans prétendre a 'exhaustivité, on pourra consulter [SS 12,SS 14,
RS 14,RSY 13a,Ser 14] et [BL 83,LY 87,Sei 11,GS 13,SYZ 12,LSSY 05,LS 06]
pour des applications de cette approche a des systémes respectivement classiques
et quantiques.

e La seconde, qui est I'objet de ce cours, exploite les propriétés de I’ensemble
des états accessibles, c’est-a-dire des fonctions a N corps ¥y, admissibles pour
la description d’un systéme réel : le fait que I'on consideére des particules
bosoniques se traduit par une hypothése fondamentale de symétrie sur ces
fonctions.

Cette seconde approche a le mérite d’étre beaucoup plus générale que la premiere
et de permettre dans beaucoup de cas de se rapprocher de bien plus pres des
« hypotheses idéalement minimales » pour I’étude de la limite de champ moyen.

Une interprétation possible est de voir la limite de champ moyen comme un ré-
gime ou les corrélations entre les particules deviennent négligeables. On tachera
d’exploiter a fond les conséquences de la notion clé de symétrie bosonique.
Nous aurons I'occasion de discuter la littérature plus en détail ultérieurement,
mais citons tout de suite [MS 82, CLMP 92, Kie 89, Kie 93, KS 99, RY 14]
et [FSV 80,FV 06,PRV 89,RW 89,LNR 14a, LNR 14c] pour des applications
de ces idées en mécanique classique et quantique respectivement.

La distinction entre les deux approches est bien slir un peu artificielle : on a souvent
avantage a utiliser des idées empruntées aux deux philosophies.

Pour garder a ces notes une longueur raisonnable, la question 2 ci-dessus n’y
est pas du tout traitée bien qu’une vaste littérature mathématique existe, voir par
exemple [Hep 74,GV 79,Spo 80,BGM 00, EESY 06, ES 07, AN 08, ESY 09, FKS 09,
RS 09,KP 10, Pic 11] et références citées, ainsi que le cours [Gol 13]. Notons que
les théorémes de type « de Finetti quanthue » qui vont nous occuper ici se sont
également récemment révélés des outils tres utiles dans I’analyse de la question 2,
voir [AN 08, AN 09, AN 11, CHPS 14b, CHPS 14a]. L'usage des théorémes de de
Finetti classiques dans un cadre dynamique est plus ancienne [Spo 80, Spo 81,Spo 12].

Quant a la question 3, il s’agit d’un probleme ouvert fameux de physique mathé-
matique sur lequel bien peu de choses sont connues a un niveau de rigueur satisfaisant,
voir cependant [SU 09,BU 10]. Nous n’effleurerons les questions soulevées par la prise
en compte de la température dans un systeme de bosons en interaction qu’a ’annexe B,
et dans un cadre grandement simplifié. Ce sujet sera plus amplement développé dans
I’article en préparation [LNR 14b].

Plan du cours

Ces notes sont organisées comme Suit :

e Une longue introduction, chapitre 1, rappelle les éléments de formalisme dont
nous aurons besoin pour formuler précisément les probléemes qui nous intéres-
seront. On commencera par le formalisme de la mécanique statistique classique

https://spartacus-idh.com
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et poursuivra avec celui de la mécanique quantique @.

La question de la justification de ’approximation de champ moyen pour
les états d’équilibre d’un Hamiltonien donné est également formulée dans les
deux contextes. La stratégie de preuve qui forme le cceur du cours est décrite de
maniére complétement formelle, pour introduire le plus rapidement possible
les théorémes de de Finetti qui sont les outils principaux de la stratégie. Le
parallele entre le cadre classique et le cadre quantique est tres fort, les diffé-
rences apparaissant essentiellement lorsqu’il s’agit de démontrer ces théoremes
fondamentaux dans les cadres classiques et quantiques.

e Le chapitre 2, essentiellement indépendant de la suite des notes, contient le
traitement des systemes classiques : preuve du théoréme de de Finetti classique
(également appelé théoréme de Hewitt-Savage), application aux états d’équilibre
d’un Hamiltonien classique. La preuve que nous donnerons du théoreme de
Hewitt-Savage, due & Diaconis et Freedman est purement classique et ne se
généralise pas au cas quantique.

e On attaque le probléme quantique au chapitre 3 : deux versions (forte et faible)
du théoréme de de Finetti quantique sont présentées sans preuve, avec leurs
apphcatlons directes a des exemples « relativement simples » de systémes boso-
niques dans le régime de champ moyen. La Section 3 discute les connexions
entre les différentes versions du théoréme de de Finetti quantique et décrit la
stratégie générale que nous suivrons pour leur preuve dans la suite du cours.

e Les chapitres 4 et 5 contiennent les deux principales étapes de la preuve du
théoreme de de Finetti quantique que nous avons choisi de présenter : respecti-
vement « constructions et estimations explicites en dimension finie » et « passage
a la dimension infinie par localisation dans I’espace de Fock ». La preuve ne
devrait pas étre vue comme une boite noire : non seulement le résultat final
mais aussi les constructions intermédiaires seront réutilisés dans la suite.

e Armés des résultats des deux chapitres précédents, on pourra donner au cha-
pitre 6 lajustification de I’approximation de champ moyen pour le fondamental
d’un systeme bosonique essentiellement générique. Contrairement aux cas trai-
tés au chapitre 3, le théoreme de de Finetti en lui-méme ne suffira pas pour ce
cas, et il faudra ré-invoquer certains des ingrédients du chapitre 5.

e La limite de champ moyen n’est pas la seule ayant un intérét physique. On
étudiera au chapitre 7 un régime ou la portée des interactions tend vers O quand
N — oo (gaz dilué). Dans ce cas, on obtient a la limite des fonctionnelles
d’énergie de type Gross-Pitaevskii (ou NLS), avec non-linéarités locales. Nous
présentons une stratégie pour la dérivation de ces objets a partir du probléme a
N corps basée sur les outils du chapitre 4.

Le corps du texte est complété par deux annexes contenant deux notes non
publiées dues a Mathieu Lewin et a 'auteur.

e Lannexe A montre comment, dans certains cas particuliers, on peut utiliser
le théoréme de de Finetti classique pour traiter un probléme quantique. Cette

(2) Les deux formalismes peuvent s’unifier avec le vocabulaire des algebres C* : en mécanique
classique les observables du systéme forment une algebre C* commutative, en mécanique
quantique une algébre C* non-commutative. Ce point de vue unifié est laissé de c6té dans ces
notes. Le théoreme de Gelfand-Naimark-Segal montre que la présentation plus générale des
deux théories se réduit essentiellement a celle que nous avons choisi de présenter.
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stratégie est moins naturelle (et moins performante) que celle présentée aux
chapitres 3 et 6 mais présente un intérét conceptuel.

e L’annexe B dévie du cadre traité dans le reste du cours puisque les espaces de
Hilbert y seront de dimension finie. On peut obtenir dans ce contexte un
théoreme de nature semi-classique qui donne des exemples de mesures de de
Finetti non rencontrées précédemment en considérant une limite de grande
température combinée avec une limite de champ moyen. Ce sera ’occasion
d’évoquer les inégalités de Berezin-Lieb et leur lien avec les considérations du
chapitre 4.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION : FORMALISME ET
POSITION DES PROBLEMES

Nous passons maintenant a la description des mathématiques qui vont nous
occuper dans le reste du cours. Lobjet principal de notre intérét est la mécanique
quantique a N corps, mais les analogies avec certaines questions de mécanique statis-
tique classique est assez instructive pour que nous décrivions également ce formalisme.
Les questions d’unités et de dimension des quantités sont ignorées systématiquement
pour alléger les notations.

i) Formalisme de la mécanique statistique et
approximation de champ moyen

Pour des raisons pédagogiques, nous rappellerons quelques notions sur les limites
de champ moyen en mécanique classique avant d’aborder les aspects quantiques, liés a
la condensation de Bose-Einstein. Ce paragraphe a pour but de fixer les notations et
rappeler quelques concepts de base sur la mécanique statistique classique. On se limi-
teraa la description des états d’équilibre d’un systéme classique, les aspects dynamiques
étant volontairement ignorés (on pourra a ce propos consulter par exemple [Gol 13]).

Espace des phases

D’état d’une particule classique est entiérement déterminé par la donnée de sa
position x et de sa vitesse v (ou de maniere équivalente son moment, p). Pour une
particule vivant dans un domaine Q C R on travaille donc dans I’espace des phases
Q x R?, ensemble des positions et vitesses possibles. Pour un systéme comprenant N
particules on travaillera dans QN x RN,

Etats purs

On appelle état pur I’état d’un systéme ou les positions et moments de toutes les
particules sont connus avec certitude. Les états d’équilibre a température nulle sont
par exemple des états purs : en mécanique statistique classique, I’'incertitude sur I’état
d’équilibre d’un systeme n’est dt qu’au « bruit thermique ».

uoidnposu|
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8 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.1

Pour un systéme de N particules, un état pur correspond a un point
N . dN
(X5P)=(x{se s Xp3 Prs-- P) EQT X R

de l’espace des phases, ou le couple (x;; p;) donne la position et le moment de la
particule z. Dans la perspective de I'introduction des états mixtes au paragraphe
suivant, on identifiera un état pur avec une combinaison de masses de Dirac :

Mx;p = Z SXU;Pa- (1.1)

0EXy

L’équation précédente tient compte du fait que les particules sont en réalité indis-
cernables. On ne peut donc stricto sensu pas attribuer le couple (x;, p;) de posi-
tion/moment a une des N particules en particulier, d’ou la somme dans (1.1) sur le
groupe des permutations de N éléments X,,. La notation adoptée est

Xy = Eo(1yp-++5 %)
Py =(Pogiys--+s Po(n)) (1.2)

et dire que le systeme est dans I’état uy.p signifie que une des particules a la position
(x;,p;),2 =1...N, sans que I'on puisse préciser laquelle en raison de I'indiscernabilité.

Etats mixtes

En présence d’une température non nulle, c’est-a-dire d’un certain bruit ther-
mique, on ne peut déterminer avec certitude I’état du systéme. On cherche en fait
une superposition statistique d’états purs, correspondant a spécifier la probabilité que
le systeme soit dans un certain état pur. On parle alors d’états mixtes, qui sont les
combinaisons convexes d’états purs vus comme des masses de Dirac comme en (1.1).
L’ensemble des combinaisons convexes d’états purs correspond bien sr a I’ensemble
des mesures de probabilité symétriques sur I’espace des phases. Un état mixte général
pour N particules est donc une mesure de probabilité w,, € 2.(QN x RYN) satisfaisant

dun(X;P)=dpyn(X,;P,) (1.3)

pour toute permutation o € X. On interprete uy (X;P) comme la densité de
probabilité que la particules 7 ait la position x; et le moment p;. Les états purs (1.1)
sont bien stir des états mixtes particuliers ou I'incertitude statistique se réduit a zéro
(a I'indiscernabilité pres).

Energie libre

On spécifie I’énergie d’un systéme classique en se donnant un Hamiltonien,
une fonction sur I’espace des phases. En mécanique non relativiste, I’énergie ciné-
tique d’une particule de moment p est toujours m|p|*/2, et en prenant m = 1 pour
simplifier les notations on considérera une énergie de forme

Hy(X;P):= le] —|—ZV )+ A Z w(x; —x;) (1.4)

j=1 1<i<j<N

https://spartacus-idh.com
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ou V représente un potentiel extérieur (par exemple électrostatique) ou les parti-
cules sont plongées et w un potentiel d’interaction de paire que ’on supposera
symétrique
w(—x) = w(x).
Le paramétre réel A donne la force des interactions entre particules. On pourrait bien
slr ajouter des interactions a trois corps, quatre corps, etc, mais il est rare que la
modélisation le nécessite, et, lorsque c’est le cas, il n’y a pas de difficulté conceptuelle
supplémentaire.
Lénergie d’un état mixte uy € 2, (N x RN) est alors donnée par

Elpn]:= | Hy(X;P)d py(X;P) (1.5)
QNXRdN
ce qui se réduit par symétrie du Hamiltonien & H,(X;P) pour un état pur de la
forme (1.1). A température nulle, les états d’équilibre du systéme sont donnés par la
minimisation de la fonctionnelle d’énergie (1.5) :

E(N)=inf {&[uy], uy € 2,V x RIN)} (1.6)

et Pinfimum (I’énergie fondamentale) est bien sr égal au minimum du Hamiltonien
H,, et atteint par un état pur de la forme (1.1) ou (X; P) est un point de minimum de
H,, (en particulier P =(0,...,0)).

En présence d’agitation thermique, il convient de prendre en compte ’entropie

Slun]i=—[ duyn(X;P)log(uxn(X;P)) (1.7)

QNXRdN
qui est une mesure du degré d’incertitude sur I’état du systéme. Notons, par exemple,
que les états purs ont I’entropie la plus basse possible, S[ uy ] =—00 si uy est de la
forme (1.1). A température 7', I’état du systeme est donné par la minimisation de la
fonctionnelle d’énergie libre

Fluy]=6lpn]—TS[uy]
= [ OGPy G+ T [ duy(XP)logluy (XsP) (19
QN xRN QN xRN
ce qui revient a dire que les états les plus probables pour le systéme doivent trouver

; .. . . ’ . . 5 g
un équilibre entre avoir une faible énergie et une forte entropie, c’est-a-dire un fort
désordre. On notera

F(N)=inf {F[uy], uy € 2,2 x RN)} (1.9)
sans spécifier la dépendance en température. Un minimiseur se doit alors d’étre une

mesure de probabilité relativement réguliere de maniere a ce que (moins) I'entropie
soit finie.

Minimisation en vitesse

En I’absence d’une relation imposée entre la distribution en position et en moment
d’un état classique, la minimisation des fonctionnelles précédentes vis & vis des variables
de vitesse est en fait triviale. Un état minimisant (1.5) est toujours de la forme

pn=0p—o® Z Sx=xo

oEXy
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10 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.1

ol X© est un point de minimum de Hy(X;0,...,0), ie. les particules sont toutes
immobiles. Il sagit donc de chercher les points de minimum en X de H,(X;0,...,0).

La minimisation de (1.8) donne lieu a une gaussienne en vitesse multipliée par un
état de Gibbs en les variables de position seules

1
MN:Z—Pexp —*Z|P]|2 ®7GXP( THN(X;O’-“’O))'

Les variables de vitesse n’interviennent donc plus dans la minimisation des fonc-
tionnelles donnant les états d’équilibre et on les ignorera totalement dans la suite de
ce cours. On continuera a utiliser les notations ci-dessus pour la minimisation en
position :

ZV )+ A Z w(x; —x;)

1<i<j<N
811 = / H(Od iy (X)

Flunl= [ HOdu X0+ T [ dpn@loglu(x) (110

ol uy € P, (QN) est une probabilité symétrique des variables de position seulement.
Marginales, densités réduites

Etant donné un état mixte & N particules, il est trés utile de considérer ses margi-
nales, ou densités réduites, obtenues en intégrant certaines variables :

[ug\’;)(xl, cesX,) = / (X sy Xy Xy gy s X)X g d Xy €2(Q7). (111)
QI\[*”

La n-iéme densité réduite yg\’;) s’interprete comme la densité de probabilité d’avoir
une particule en x;, une particule en x,, etc, une particule en x,,. Vu la symétrie de
Uy le choix des N —# variables sur lesquelles on integre dans la définition (1.11) n’est
pas important.

Une premiere utilisation de ces marginales consiste en une réécriture de I’énergie
en utilisant uniquement les deux premiéres marginales @ :

Eluy] N/Vx)d,uN()+,1 //M w(x—y)d 12(x,)
//M +3 (H’l%w(x— ))dﬂmxy) (1.12)

ou on a utilisé la symétrie du Hamiltonien.

(1) Les fonctions de pm'tztzon Z, et Zy, normalisent létat dans L.
(2) Plus généralement, une énergie avec un potentiel & 7 corps peut se réécrire en utilisant la
n-ieme densité réduite.

https://spartacus-idh.com
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Approximation de champ moyen

Résoudre les probléemes de minimisation ci-dessus a en général un cott prohibitif
lorsque le nombre de particules devient grand. Pour obtenir des théories plus simples
dont on puisse extraire plus facilement de I'information on a souvent recours a des
approximations. La plus simple et la plus connue est ’approximation de champ
moyen. On peut I'introduire de plusieurs fagons, le but étant d’obtenir un probléme
a un corps auto-consistant en partant du probléme & N corps présenté ci-dessus.

Nous prenons ici le point de vue « chaos moléculaire » sur la théorie de champ
moyen : ’approximation consiste a supposer que les particules sont indépendantes et
identiquement distribuées (iid). On prend donc un ansatz de la forme

N
i) = p2 ) = [ L o) (113)

ou p € 2 () est une mesure de probabilité a un corps décrivant le comportement
typique d’une des particules iid que I’on considére.

Les fonctionnelles d’énergie et d’énergie libre de champ moyen s’obtiennent en
insérant cet ansatz dans (1.5) ou (1.8). La fonctionnelle d’énergie de champ moyen est

donc®

. B N—1
o)1= N"6[p™ 1= [ Vet + A~ [ [ XQw(x—y)dpu)d,o(@) |
1.14

dont on notera EMF Pinfimum parmi les mesures de probabilité. La fonctionnelle
d’énergie libre de champ moyen s’obtient de fagon similaire :

FMp]=N""F[p*"]

:/QV(X)alp(xwri]\[z_1 //Mw(x—y)dp(x)clp(yH T/Qplogp

(1.15)

et on notera FMF son infimum. Le terme « champ moyen » provient du fait que le

deuxiéme terme de (1.14) correspond a une interaction entre la densité de particules
. . p ;. p

p et le potentiel auto-consistant (dont dérive le champ moyen)

prw= /QW(-—wdp@)-

Formalisme de la mécanique quantique et
condensation de Bose-Einstein

Apres ces rappels de mécanique classique, nous pouvons maintenant introduire
les objets quanthues qu1 sont [’objet principal de ce cours. Nous nous contenterons
d’un survol des principes de base de la phy51que quantique. D’autres présentations
« mathematician-friendly » peuvent étre trouvées dans [LS 10, Sol 07] Notre introduc-
tion des concepts nécessaires a la suite est par endroits volontairement simplifiée.

(3) MF pour « Mean-Field ».
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12 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.2

Fonctions d’onde et énergie cinétique quantique

Un des postulats de base de la mécanique quantique est I'identification des états
purs d’un systéme avec les vecteurs normalisés d’un espace de Hilbert complexe ).
Pour des particules vivant dans I’espace de configuration R¥, I’espace de Hilbert
approprié pour une particules est L>(R%), espace des fonctions complexes de carré
intégrable sur RY.

Etant donnée une particule dans I’état ¢ € L2(R%), on identifie ||? avec la densité
de probabilité de présence : |¢¢(x)|* représente la probabilité que la particule soit en x.
On impose donc la normalisation

[ 1ek=1
R4

On voit que méme dans le cas d’un état pur, on ne peut pas spécifier avec certitude
la position de la particule. Plus précisément on ne peut pas spécifier simultanément
sa position et sa vitesse. Ce principe d’incertitude est une conséquence directe d'un

A
autre postulat fondamental : |¢|* donne la densité de probabilité en vitesse de la

A
particule, ou ¢ est la transformée de Fourier de ¢/. En mécanique quantique Iénergie
cinétique d’une particule est donc donnée par

Pl 2 2 _ 1 2
| B prdp= | SIvprkds. (116)

Le fait que la position et la vitesse d’une particule ne soient pas spécifiables simulta-

A
nément vient du fait qu’il est impossible qu’a la fois |/|? et |¢|* convergent vers une
masse de Dirac. Une fagon populaire de quantifier ce fait est le principe d’incertitude
de Heisenberg : pour tout x, € RY,

(/Rd |V¢(x)|2dx) (/Rd |x_xo|2|¢(x)|2dx) >C.

En effet, plus la position de la particule est connue avec précision plus le second terme
du membre de gauche est petit (pour un certain x,). Le premier terme du membre de
gauche doit alors étre tres grand, ce qui au vu de (1.16) est incompatible avec le fait
que la densité de vitesse soit concentrée autour d’un certain p, € R®.

Pour de nombreuses applications (voir [Lie 76] pour une discussion de ce point),
cette inégalité est en fait insuffisante, et une meilleure maniére de quantifier le principe
d’incertitude est donnée par I'inégalité de Sobolev (ici dans sa version 3D) :

[wgesc( [ we)”.

Sila position de la particule est connue avec précision, |¢¢|? doit approcher une masse de
Dirac, auquel cas le membre de droite explose, et donc également les intégrales (1.16),
avec la méme interprétation que précédemment.

Bosons et Fermions

Pour un systéme de N particules quantiques dans R?, I’espace de Hilbert ap-
proprié est L2(R*N) o~ @N L2(R?). Un état pur du systéme est donc un certain

https://spartacus-idh.com
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U € LX(RN) et on interprete [U(x,, ..., xy)|? comme la densité de probabilité pour

ue la particule 1 soit en x,, etc, la particule N en x,,. Comme en mécanique classique,
q P 1 p N q q
’indiscernabilité des particules impose que

[W(X)]? = [¥(X,)” (1.17)

pour toute permutation o € 3. Cette condition est nécessaire pour décrire des
particules indiscernables, mais elle n’est en fait pas suffisante, contrairement au cas
de la mécanique classique. Pour écrire la bonne condition, on introduit I'opérateur
unitaire U, qui intervertit les variables suivant 0 € £ :

Uy 1@ ...@uy = ;1)@ ... Q ()

pour tout iy, ..., #y € LA(RY), 'ét'endu par linéarité 3 L2(RN) ~ QN L2(R?) dont on
peut construire une base en utilisant des vecteurs de forme #; ® ... ® #,.. Pour que
U € L(R4N) décrive des particules indiscernables il faut demander

(W, AP) vy = (U, 0,AU, W) (1.18)

LZ(RdN)
pour tout opérateur borné A agissant sur L2(R?N). Sans rentrer dans des détails qui
nous emmeneraient trop loin, la condition (1.18) correspond a demander que toute
mesure (correspondant a une observable A) effectuée sur le systeme soit indépendante
de la numérotation des particules. En mécanique classique, les mesures possibles
correspondent toutes a des fonctions bornées sur I’espace des phases, et donc (1.3)

garantit I'indépendance des observations vis a vis de la permutation des particules.

En mécanique quantique, les observables sont les opérateurs bornés sur I’espace de
Hilbert ambiant, et donc il faut imposer la condition plus forte (1.18).

Une conséquence importante ® de la condition de symétrie (1.18) est quun
systéme de particules quantiques indiscernables doit satisfaire une des deux conditions
suivantes, plus fortes que (1.17) : soit

U(X)=¥(X,) (1.19)

[
pour tout X € RN et o € X2, soit

U(X) = e(0)U(X,) (1.20)

pour tout X € RN et o € X, ot £(0) est la signature de la permutation . On parle
de bosons pour des particules décrites par des fonctions d’onde satisfaisant (1.19) et de
fermions pour des particules décrites par une fonction d’onde satisfaisant (1.20). Ces
deux types de particules fondamentales ont un comportement tres différent, on parle
de statistique bosonique ou fermionique [Sol 07]. Par exemple, les fermions obéissent
au principe d’exclusion de Pauli qui stipule que deux fermions ne peuvent occuper
simultanément le méme état quantique. On peut déja voir que (1.20) impose

\Il(xl,...,xi,...,xj,...,xN):—\I/(xl,...,x]«,...,xi,...,xN)
et donc (formellement)

..,xi,.

W(xgye..,X;

i .xy)=0

(4) Il s’agit d’un exercice simple mais non trivial.
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14 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.2

ce qui implique qu’il est impossible que deux fermions occupent simultanément
la position x;. On pourra consulter [LS 10] pour un exposé des inégalités de Lieb-
Thirring qui sont une des conséquences les plus i importantes du principe de Pauli.

Concretement, lorsque I'on étudie un systeme quantique, il convient de res-
treindre les états purs accessibles a ceux de type bosonique, ou ceux de type fermio-
nique. On travaillera donc

e pour des bosons, dans L2(R*N) ~ @ L}(R?), I’espace des fonctions symé-
triques de carré intégrable, identifié avec le produit tensoriel symétrique de N
copies de L2(R9).

e pour des fermions, dans L2 (R¥N) ~ QN L*(R¥), I’espace des fonctions antisy-
métriques de carré intégrable, identifié avec le produit tensoriel antisymétrique
de N copies de L2(R¥).

Comme son nom !'indique, la condensation de Bose-Einstein ne peut se produire que
dans un systeme bosonique, et ce cours sera donc focalisé sur le premier cas.

Matrices de densité, Etats mixtes

On identifiera toujours un état pur ¥ € L2A(R¥N) avec la matrice de densité
correspondante, ¢’est-a-dire le projecteur orthogonal sur ¥, noté [¥) (¥|. De méme
qu’en mécanique classique, les états mixtes du systéme sont par définition les su-
perpositions statistiques d’états purs, ¢’est-a-dire ici les combinaisons convexes de
projecteurs orthogonaux. En utilisant le théoreme spectral, il est clair que I’ensemble
des états mixtes correspond a I’ensemble des opérateurs positifs de trace 1 :

S (LA RN)) = {T € 8 (L*(R™N)),T =TT >0, TiT =1} (1.21)

ot &'(§) est la classe de Schatten [RS 78,Sim 79] des opérateurs a trace sur un espace
de Hilbert $). Pour obtenir les états mixtes bosoniques (respectivement fermioniques)
on considére respectivement

S, (RN) = {Te&! (L2, (RM),I=I"T>0,TiT=1}.

s/as s/as

Notons que dans le langage des matrices densité, la symétrie bosonique correspond a

demander
UT=T (1.22)

alors que la symétrie fermionique correspond a
UT=c¢(o).
On considere parfois la notion de symétrie plus faible
UTU =T (1.23)
qui est satisfaite par exemple par la superposition d’un état bosonique et d’un état

fermionique.

Fonctionnelles d’énergie

La fonctionnelle d’énergie quantique correspondant au Hamiltonien classique
non relativiste (1.4) s’obtient en opérant la substitution

p > —iV, (1.24)

https://spartacus-idh.com
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inspirée de I'identification (1.16) pour I’énergie cinétique d’un état quantique. Le
Hamiltonien quantifié devient maintenant un opérateur sur L2(R4N) :

N

HNZZ(—*A + V(x )+A > w(x—x;) (1.25)

=1 1<i<j<N
ou—A; = (—iV; )? correspond au Laplacien dans la variable x; € RY. énergie
correspondante est pour un état pur ¥ € L2(R4N)

E[W] = (W, Hy®) 12 v, (1.26)
ce qui se généralise par linéarité au cas d’un état mixte I' € & (L2(R*N)) en

ST = Tr s g [Hy L. (1.27)

A température nulle, 'état d’équilibre du systeme s’obtient en minimisant la fonc-
tionnelle d’énergie ci-dessus. Vu la linéarité de (1.27) en fonction de T et le théoréme
spectral, il est clair que I’on peut restreindre la minimisation aux états purs :

(N)=inf {[I],T € (L2, (R*M))}
=inf {[W], ¥ € L2, (R™N), [0]| o) =1} - (1.28)

s/as

Ici, on utilise & nouveau I’indice s (respectivement as) pour désigner I’énergie bo-
sonique (respectivement fermionique). En Iabsence d’indice, il est entendu que la
minimisation s’effectue sans contrainte de symétrie. Vu la symétrie du Hamiltonien,
on pourra toutefois minimiser parmi les états mixtes satisfaisant (1.23), ou parmi les
fonctions d’onde satisfaisant (1.17).

En présence d’agitation thermique, il convient de rajouter a I’énergie un terme
incluant ’entropie de Von Neumann :

S[T]=—Tragan[I'logl'] = Za loga; (1.29)

ou les a; sont les valeurs propres (réelles positives) de I' dont I’existence est garantie
par le théoréme spectral. Similairement a Pentropie classique (1.7), ’entropie de Von
Neumann est minimisée (S[I'] = 0) par les états purs, e. les projecteurs, qui n’ont
bien slir qu'une valeur propre non nulle, égale a 1.

La fonctionnelle d’énergie libre quantique a température 7 est alors

F[I]=6[I]—TS[I] (1.30)
et un minimiseur est en général un état mixte.

Autres formes pour I’énergie cinétique : champs magné-
tiques et effets relativistes

Nous n’avons introduit dans le cadre classique que la forme la plus simple possible
pour I’énergie cinétique d’une particule. La raison en est que pour les problemes de
minimisation introduits, I’énergie cinétique ne joue aucun role. D’autres choix de
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16 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.2

relation entre p et 'énergie cinétique ® sont toutefois possibles et ce choix s’avere
déterminant en mécanique quantique ou la minimisation en vitesse est non triviale.
Via la relation (1.24), on voit que dans ce contexte, les différents choix possibles
changeront les espaces fonctionnels a utiliser.

Outre I’énergie cinétique non relativiste introduite ci-dessus, au moins deux
généralisations sont physiquement intéressantes :

e En présence d’un champ magnétique B : R? — R interagissant avec des parti-
cules chargées, on remplace

<
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£

b —iV4A (1.31)
ot A:R? — R? est le potentiel vectenr ©), satisfaisant
B =curl A.

Lopérateur d’énergie cinétique, prenant en compte la force de Lorentz, devient
dans ce cas

(p+AP = (—iV+A} =—(V—iA)y
appelé Laplacien magnétique.
Ce formalisme est également adapté au cas de particules dans un repere en rota-
tion : en nommant x; 1’axe de rotation, il faut alors prendre A = Q(—x,, x,,0)
avec (2 la vitesse de rotation, ce qui correspond a la prise en compte de la force de
Coriolis. Dans ce cas, il faut aussi remplacer le potentiel V(x) par V/(x)—Q?|x|?
pour prendre en compte la force centrifuge.

e Lorsque ’on désire prendre en compte des effets relativistes, la relation de
dispersion devient

Energie cinétique = ¢/ p2 + m2c2 — mc?

avec m la masse et ¢ la vitesse de la lumiere dans le vide. En choisissant les
unités pour que ¢ = 1 et en rappelant (1.24) on est donc amené a considérer
'opérateur d’énergie cinétique

VPt mi—m =R F = (132)

qui se définit aisément en variables de Fourier par exemple. Dans la limite
non relativiste ou | p| < m = mc on retrouve formellement opérateur —A
au premier ordre. Une certaine caricature de cet opérateur est parfois utilisée,
correspondant au cas « relativiste extréme » |p| > mc ou on prend comme
opérateur d’énergie cinétique

V= VA (1.33)

e On peut bien stir combiner les deux généralisations pour considérer le cas de
particules relativistes dans un champ magnétique en utilisant les opérateurs

\V(=iV+AP +m?2—met |-V +A]

basés sur la relation de dispersion relativiste et la correspondance (1.31).

(5) D’autres relations de dispersion.
(6) B ne détermine A qu’a un gradient pres. Le choix de A s’appelle choix de jauge.

https://spartacus-idh.com



© Spartacus-Idh 2019

chap.1 sec.2 Formalisme de la mécanique quantique et condensation de Bose-Einstein 17

Matrices de densité réduites

De méme que ’on a introduit précédemment les densités réduites d’un état clas-
sique, il sera tres utile de disposer du concept correspondant en mécanique quantique.
Etant donné un état mixte I' € #(L2(R?N)) on définit sa #-iéme matrice de densité
réduite en prenant une trace partielle sur les N — 7 derniéres particules

r(”) = Trn+1~>N r, (134)
ce qui veut précisément dire que pour tout opérateur borné A, sur L*(R%")
TrLZ(Rd")[Anr(n)] = TrLZ(]RdN)[An ® 1®N—n1—‘]

avec 1 Pidentité sur L*(R?). La définition ci-dessus se généralise facilement au cas
d’un espace de Hilbert différent de L%, mais le lecteur est peut-étre plus familier avec
la définition suivante, équivalente dans le cas ot on travaille sur L2. On identifie I
avec son noyau, c’est-a-dire la fonction T'(X; Y) telle que pour tout ¥ € L2(R4N)

ro= / TG Y)Y U(Y)Y
R4N
et on peut alors également identifier I avec son noyau
F(”)(xl,...,xn;yl,...,yn)
:/ ‘ Ty s X5 Zyy g5 s ZN3 V1wV Zpts oo s ZN)AZ, g - d 2y
RAN—n)

Dans le cas ou ’état I a une symétrie, par exemple bosonique ou fermionique, le
choix des variables sur lesquelles on prend la trace partielle est arbitraire. Notons que
méme si on part d’un état pur, les matrices de densité réduites sont en général des
états mixtes.

Similairement a (1.12), on peut réécrire I’énergie (1.27) sous la forme

)

N(N—
B[T)=N Trpe) [ (—34+ V)TV + A% Tr e[ w(x —y)IP] (1.35)

=Ty () K% (=32, +V(x)—38,+V(y)) + Aww(x—y)) r<2>} .

Approximation de champ moyen

Encore plus qu’en mécanique classique, résoudre en pratique le probléme de
minimisation (1.28) pour N grand est bien trop colteux, et il est souvent nécessaire
d’avoir recours a des approximations. Ce cours a pour but d’étudier la plus simple de
ces approximations, qui consiste a imiter (1.13) en prenant un ansatz décrivant des
particules i.i.d.

W(xpyeeestn) = #®N (2,0, xp) = 2(xy) .. u(xy) (1.36)

pour un certain # € L*(R%). En insérant cette forme dans la fonctionnelle d’éner-
gie (1.35), on obtient la fonctionnelle de Hartree

Elw] = N1 E[4®"]
= [ Gk +VisR) + 25 [ Pt =lat)f 437
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18 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.2

et le probléme de minimisation correspondant est

ey = inf { &[], ]|l ey =1} - (1.38)

On notera que 'on passe ainsi d’un probleme linéaire en la fonction d’onde a N corps
(puisque la fonctionnelle d’énergie a N corps en quadratique en la fonction d’onde,
’équation variationnelle correspondante est linéaire) a un probléme cubique en la
fonction d’onde a un corps # (puisque la fonctionnelle de Hartree est quartique en la
fonction d’onde, I’équation variationnelle correspondante est cubique).

L'ansatz (1.36) est une fonction d’onde symétrique, qui convient pour des bosons.
Elle correspond a chercher le fondamental sous la forme d’un condensat de Bose-
Einstein ou toutes les particules sont dans I’état #. A cause du principe de Pauli,
des fermions ne peuvent en fait jamais étre complétement décorrélés au sens de la
forme (1.36). Lansatz de champ moyen pour des fermions consiste a prendre

U(xy,...,xy) = det (u](xk)>

avec #,,..., 1y des fonctions orthonormales (orbitales du sytéme) dans L2(R%). Cet
ansatz mene a la fonctionnelle de Hartree-Fock dont on ne parlera pas dans ces notes
(une présentation dans le méme esprit et des références se trouvent dans [Rou 13]).
Remarquons que dans I’approximation de champ moyen (1.13) pour des particules
classiques, on autorise un état mixte p. Pour décrire un systéme bosonique, on prend
toujours un état pur # dans I’ansatz (1.36), ce qui appelle les commentaires suivants :

1</ k<N

e Sion prend un état général y € S (L2(R?)), ’état 3 N corps défini comme
=y (1.39)

a la symétrie bosonique (1.22) si et seulement si y est un état pur (¢f. par
exemple [HM 76)), y = |u)(n|, auquel cas T = |#®N)(#®N| et on revient a
’ansatz (1.36).

e Dans le cas de la fonctionnelle d’énergie (1.35), le probléme de minimisation
avec symétrie bosonique imposée et le probléeme sans symétrie coincident (cf.
par exemple [LS 10, chapitre 3]). On peut donc minimiser sans contrainte, et
on retombera sur I’énergie bosonique. Ceci reste vrai dans le cas ot Iénergie
cinétique est (1.32) ou (1.33) mais est notoirement faux en présence d’un champ
magnétique.

e Pour certaines fonctionnelles d’énergie, par exemple en présence d’un champ
magnétique ou de rotation, le minimum sans symétrie est strictement inférieur
au minimiseur avec symétrie, ¢f. [Sei 03]. L’ansatz (1.39) est alors approprié
pour approximer le minimum du probleme sans symétrie (au vu de la symétrie
du Hamiltonien, on peut toujours supposer la symétrie (1.23)) et on obtient
alors une fonctionnelle de Hartree généralisée pour des états mixtes a un corps

y € S (LA(R)
N —
uly 1= Trpg [(—30+V) ] + /171 Trpareay [w(x —)y®?] . (1.40)

Les deux sections suivantes introduisent, respectivement dans le cas classique et
le cas quantique, la question qui est I’objet principal de ces notes :

Peut-on justifier dans une certaine limite la validité des ansatz de champ moyen (1.13)
et (1.36) pour la détermination des états d’équilibre d’un systeme de particules indiscernables ?
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Champ moyen et théoreme de de Finetti classique

Est-il légitime de procéder a la simplification (1.13) pour déterminer les états
d’équilibre d’un systéme classique? Lexpérience montre que c’est le cas lorsque les
particules sont en grand nombre, ce que 'on matérialise mathématiquement par
I’étude de la limite N — oo des problémes qui nous occupent.

Un cadre simple ou on peut justifier la validité de ’approximation de champ
moyen est la limite de champ moyen ou 'on suppose que tous les termes de
I’énergie (1.5) pesent le méme poids. Au vu de (1.12), cette condition est remplie si A

est d’ordre N7, par exemple
1

A= N_T (1.41)
auquel cas on peut s’attendre a ce que I’énergie fondamentale par particule N~"'E(N)
ait une limite bien définie. Le choix particulier (1.41) sert a simplifier certaines expres-
sions, mais les considérations suivantes s’appliquent tant que A est d’ordre N~!. Insis-
tons sur le caractere simplifié de I’étude de la limite N — oo sous I’hypothese (1.41),
qui est loin de recouvrir tous les cas physiquement intéressants. Il s’agit cependant
d’un probleme déja non trivial et trés instructif.

Le but de cette section est de discuter I’approximation de champ moyen pour les
états d’équilibre d’un systéme classique a température nulle. On s’intéresse donc au
probléeme de minimisation

E(N) = inf { /Q Hydpy, € @SmN)} (1.42)
avec N
1
Hy(X)=> "V(x;)+ N1 > wlx—x)) (1.43)
j=1 1<i<j<N

Nous allons esquisser la preuve (formelle) de la validité de "approximation de champ
moyen au niveau de I’énergie fondamentale, autrement dit de 1’égalité

. E(N .
lim % = FEMF —inf {5MF[p],P € 3»<Q>} (1.44)

N—oo

ou la fonctionnelle de champ moyen est obtenue comme en (1.14), en tenant compte
de (1.41) :

1
M p]= /Q Vdp+3 / /Q W= y)dp(odp(y) (1.45)

Obtenir la limite (1.44) pour I’énergie fondamentale est une premiére étape, et
le schéma de preuve fournit en fait des informations sur les états d’équilibre. Pour
simplifier la présentation (formelle) qui suit, nous renvoyons la discussion de ces
aspects, ainsi que ’étude du cas a température positive, au chapitre 2.

Un passage a la limite formel

Cette section a pour but de souligner la structure «algébrique » du probleme.
La justification des manipulations auxquelles nous allons nous livrer nécessite des
hypotheses d’analyse qui seront discutées dans la suite du cours mais que nous passons
sous silence pour I'instant.
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20 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.3

On commence par utiliser (1.12) et I’hypothese (1.41) pour écrire

E(N) 1

T:Einf{/ Hz(x,y)d[ug\zf)(x,y), /‘NEQS(QN)}
QxQ

ou H, est le Hamiltonien a deux particules défini comme en (1.43) et ,ug\z,) est laseconde
marginale de la probabilité symétrique wu,,. Puisque I’énergie ne dépend que de la
seconde marginale, on peut voir le probleme qui nous intéresse comme un probléme
d’optimisation avec contrainte pour des probabilités a deux corps symeétriques :

Eﬁf St [ Hxdue).u? e 2}

"= {u? € 2,(@)|Fuy € 2,(Q), u? = 1}
’ensemble des probablhtes a deux corps que 'on peut obtenir comme les marginales

d’états & N corps. En supposant que la limite existe (premier argument formel) on
obtient donc

lim EN) _ hm 1nf // H,y(x,y)d 1P (x,y), w 69]\([2)} (1.46)

N—oo D[ E

avec

et il est tentant d’échanger la limite et 'infimum dans cette expression (deuxieme
argument formel) pour obtenir

lim EN) = 1inf {/ Hy(x,7)d u®(x,7), u® € lim 3_”]\(]2)} .

N—ooo N 2 AxQ N—oo
On a observé que la fonctionnelle d’énergie apparaissant dans (1.46) est en fait indé-
pendante de N. Toute la dépendance en N se trouve dans la contrainte sur I’espace
variationnel que I’on considere. Ceci suggere que le probléme limite naturel consiste
a minimiser la méme fonctionnelle mais sur la limite de "espace variationnel, comme
écrit ci-dessus.

Pour donner un sens a la limite de 39]\(]2) , on constate que les ensembles 9’1\([2)
forment une suite décroissante

2 2
B

, e — 2
comme on s’en apercoit facilement en notant que si u? € 2, alors pour un
certain uy,, € Z,(QV1)

2 N) \@

w? =l = () (1.47)

et bien str ME\JIVL € 2 (V). On peut donc légitiment faire I'identification
P29 _]}1_1)209(2 ﬂ%@z)
N22
et le probléme limite naturel est alors (modulo la justification des manipulations
formelles ci-dessus)
. E(N 1.
tim 2005 = dint{ [ Hoda®wa)ut e2@f, )
N 2 axQ

N—oo

soit un probleme variationnel sur I’ensemble des états & deux corps que 'on peut
obtenir comme densités réduites d’états & N corps, pour tout N.
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Un résultat de structure

Nous allons maintenant expliquer qu’en fait
MF
E =E",

M b bl 2
ce qui découle d’un résultat fondamental sur la structure de Pespace 22,

! > 2 . . A 4 .
Regardons de plus prés Pespace 242, Il contient bien stir les états produits de
forme p ® p, p € () puisque p®? est la seconde marginale de p®" pour tout N.
Par convexité, il contient également toutes les combinaisons convexes de tels états

{ / o 0®dP(p),P € 9(9(0)}} c2? (1.49)
pPEY

avec 2 (P () ’ensemble des mesures de probabilité sur 2(2). Au vu de (1.12)
et (1.45), on aura justifié I'approximation de champ moyen (1.44) si on peut montrer
que 'infimum dans (1.48) est atteint pour u® = p®2 pour un certain p € 2 ().

Le résultat de structure qui permet d’atteindre cette conclusion est la constatation
qu’il y a en fait égalité dans (1.49) :

{ / 0®*dP(p),P € P (P (Q))} =22, (1.50)
PP (%)

En effet, vu la linéarité de la fonctionnelle d*énergie en fonction de «®), on peut écrire
1.
B = inf { [ [ e yare)pe 9(9(9))}
pe2 (@) Jaxa

—inf { / &M [pldP(p),P € 9’(9’@))}
)
:EMF

puisqu’il est clair que I'infimum en P € 2(2(Q)) est atteint pour P = & ouirs UNe

masse de Dirac en oMF, un minimiseur de &MF.

On voit donc que, en acceptant les manipulations formelles (justifiées au cha-
pitre 2) menant a (1.48), la validité de ’approximation de champ moyen suit en
utilisant trés peu les propriétés du Hamiltonien mais beaucoup la structure des états
symétriques a N corps, sous la forme de 1’égalité (1.50).

Cette égalité est une conséquence du théoreme de Hewitt-Savage, ou théoréme
de de Finetti classique [dF 31,dF 37,HS 55], rappelé a la section 1 et démontré a la
section 2. Donnons quelques détails pour le lecteur familiarisé. Il s’agit de montrer
Pinclusion inverse dans (1.49). On prend donc un certain u® qui satisfait

—,,@
w? =y
pour une certaine suite 4, € 2,(2V). En se basant sur I'observation (1.47), on peut

supposer que
(N) _
MNt1 = MN

et on est alors en présence d’une suite (hiérarchie) d’états a N corps consistante. 1l
existe alors (théoréme d’extension de Kolmogorov) une probabilité symétrique sur
les suites de €2, u € 2,(QV) telle que

py = ™
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22 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.4

ou la N-¢me marginale est définie comme en (1.11). Le théoréeme de Hewitt-
Savage [HS 55] garantit alors I'existence d’une unique mesure de probabilité

Pe2(2(Q)) telle que
fy = / pNdP(p)
e @)

et en prenant la seconde marginale, on obtient le résultat souhaité.

Le chapitre 2 est consacré entre autres aux détails du schéma de preuve ci-dessus.
On y fera des hypothéses adéquates permettant de mettre toutes ces considérations
sur une base rigoureuse. Il vaut cependant la peine de noter dés maintenant que ce
schéma (inspiré des références [MS 82, Kie 89, Kie 93, CLMP 92,KS 99]) n’utilise
aucune propriété de structure du Hamiltonien (signe des interactions, répulsives ou
attractives, par exemple) mais uniquement des propriétés de compacité et de régularité.

Champ moyen et théoréme de de Finetti
quantique

Nous allons maintenant esquisser une stratégie pour justifier 'approximation de
champ moyen au niveau de I’énergie fondamentale d’un grand systeme bosonique. La
démarche est la méme que pour le cas classique ci-dessus. On se place dans un régime
de champ moyen comme précédemment en prenant A= (N — 1)~ et on considére
donc le Hamiltonien

a . 2 1
HN:Z—<V]-+1A(x]»)> +V(x]-)+ﬁ Z w(x; —x;) (1.51)

j=1 1<i<j<N

agissant sur L2(R?N). Par rapport i la situation précédente, nous avons rajouté un
potentiel vecteur A pour commencer de souligner la généralité de I’approche. Il peut,
par exemple, correspondre & un champ magnétique externe B = curl A.

Le point de départ est I’énergie fondamentale bosonique définie précédemment

E(N) = inf {Trp g [HyTy ], Ty € S (L(RN)}
= inf {(‘I’MHN‘I’N) , Uy € LI(R™Y), Nl 2 (gany = 1} (1.52)

et on rappelle que I'on peut minimiser sur les états purs ou les états mixtes indifférem-
ment, d’ou les deux définitions équivalentes.

Notre but est de montrer que, pour N grand, I’énergie bosonique par particule
est donnée par la fonctionnelle de Hartree :

lim ——= =ey (1.53)

ey =inf {&[n],u € LARY), ||ull ey = 1}

Sl = [ (5 +idwP+ViuP)+3 [ eoPate—y)ut)fdxdy.
(1.54)
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Puisque I’énergie de Hartree est obtenue en insérant un ansatz ¥, = #®V dans la
fonctionnelle d’énergie a N corps, la limite (1.53) est déja une indication forte de
Iexistence de la condensation de Bose-Einstein au niveau du fondamental d’un grand
systeme bosonique dans le régime de champ moyen. On reviendra plus bas sur les
conséquences de (1.53) sur les minimiseurs. Comme dans le cas classique, le régime de
champ moyen est un modele tres simplifié mais déja tres instructif. On présentera au
chapitre 7 I’analyse d’autres limites physiquement intéressantes.

Un passage a la limite formel

La premiere étape pour obtenir (1.53) est comme dans le cas classique d’obtenir
formellement un probléme limite simplifié. On commence par réécrire I’énergie en
utilisant (1.35) et ’hypothése A= (N —1)!

E(N)

1. 2
=i {Trpagy [H, 1], 1@ € 20} (1.55)

PP = (10 € #(L2R¥)) |3y € S (L2RN), IO = Tr,_y[Ty]}

est I’ensemble des matrices densité a deux corps « N-représentables », z.e. qui sont la
trace partielle d’un état a N corps.

La caractérisation de ’ensemble 8”]\(,2) est un probléme ouvert fameux en méca-
nique quantique (probléme de représentabilité, voir par exemple [CY 00, LS 10])
et la réécriture (1.55) n’est donc pas particulierement utile a N fixé. En revanche,
exactement comme dans le cas classique, le probléme de représentabilité peut étre
résolu de maniére satisfaisante dans la limite N — oo, et c’est ce fait que nous allons
utiliser. On commence par noter que, en prenant des traces partielles, on a facilement

23, c (1.56)

de sorte que (1.55) peut étre vu comme un probléme variationnel posé sur un espace
de plus en plus contraint lorsque N augmente.

En supposant a nouveau que ’on puisse échanger un infimum et une limite (ce
qui est bien slir un argument formel), on obtient

. E(N 1,
Jlim (T) == inf {Tr ey [H, T, T € 2]} (1.57)
avec
P = lim 20 =N 27 (1.58)
— 00 N>2

’ensemble des matrices densité a deux corps qui sont N-représentables pour tout N.
On a, comme dans le cas classique, utilisé le fait que la fonctionnelle d’énergie elle
méme ne dépend pas de N pour passer formellement a la limite.

Un résultat de structure

2 .
1l se trouve que la structure de I’ensemble 90(0> est entierement connue et entraine
’égalicé
E, =ey (1.59)
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24 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.4

qui conclut la preuve de (1.53) modulo la justification des manipulations formelles
que nous venons d’effectuer.

La propriété de structure garantissant la validité (1.59) est une version quantique
du théoreme de de Finetti-Hewitt-Savage que nous avons mentionné a la section
précédente. Soit T® € 2. On a alors une suite Iy € S (LARN)) telle que pour
tout N

2) _ (2
1@ =1,
Sans perte de généralité, on peut supposer que cette suite est consistante au sens ou

N
T = Try [Tyg ] =Ty
Le théoréme de de Finetti quantique de Stormer-Hudson-Moody [Ste 69,HM 76]
garantit alors ’existence d’une mesure de probabilité P € 22 (SL*(R?)) sur la sphere
unité de L2(R?) telle que

o= [ ) ueVdp)
weSIA(RA)

et donc
r® :/ |#®2) (u®?|d P(u).
#eSI2(R4)

On peut alors conclure que
. 1
Eoo =inf { / TrLz(de)[Hﬂ%®2><M®2|]dp(u),P (S gD(SLz(Rd))}
neSL2(RA)

—inf { / S[u)dP(n),P € W(SLZ(R”[))}
ueSLA(RY)

ol la derniere égalité suit puisqu’il est clairement optimal de prendre P =&, avec
gy un minimiseur de la fonctionnelle de Hartree.

On voit donc que la validité de (1.53) est (au moins formellement) une consé-
quence de la structure de ’ensemble des états bosoniques et ne fait intervenir que
marginalement les propriétés du Hamiltonien (1.51). La justification sous diverses hy-
pothéses des manipulations formelles que nous venons d’effectuer pour obtenir (1.57)
(ou une variante) ainsi que la preuve du théoréme de de Finetti quantique (plus va-
riantes, généralisations et corollaires) sont I’objet principal de ces notes.

Condensation de Bose-Einstein

Anticipons quelque peu sur les conclusions quant aux minimiseurs que I’on peut
déduire de la limite (1.53). On verra dans la suite du cours que des résultats du type

- |u®"V(4®"|d P(u) (1.60)
neSL2(R4)

pour tout 7z € N fixé quand N — oo, suivent trés naturellement dans les bons cas, ou
T est (la matrice densité d”) un minimiseur de Iénergie a N corps et P une mesure de

probabilité concentrée sur les minimiseurs de &};. La convergence aura lieu (toujours
dans les « bons cas ») en norme de trace.
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Lorsque il y a unicité (a une phase constante pres) du minimiseur #y; de &, on
obtient donc
I - 48"} (1®"| quand N — oo (1.61)
ce qui prouve |’existence de la condensation de Bose-Einstein au niveau du fondamental.
En effet, la condensation de Bose-Einstein consiste par définition (voir [LSSY 05]
et références ci-incluses, en particulier [PO 56]) en ’existence d’une valeur propre
d’ordre ? 1 dans la limite N — oo pour I, ce qui est clairement impliqué par (1.61)
qui est en fait un résultat plus fort.
On peut bien stir se demander si des résultats plus forts que (1.61) peuvent étre

démontrés. On pourrait penser a une approximation en norme du genre

—0
L2(RIN)

b

s =

mais il est opportun de mentionner tout de suite que des résultats de ce genre sont
Janx en général. La bonne notion de condensation fait bien intervenir les matrices
densité réduites, comme le montrent les deux remarques suivantes :

e Pensons a un ¥y de forme (avec ®; le produit tensoriel symétrique)

— ,®N=1)
\I’N =4y ®; 4
\ \ 4 / M

ou ¢ est orthogonal a #;;. Un tel état est « presque condensé » puisque toutes
les particules sauf une sont dans I’état #. Hors, au sens L*(RYN) usuel, ¥y est
bien stir orthogonal 3 #&" et ne peut donc pas en étre proche en norme, bien
qu’il en soit proche au sens de la condensation faisant intervenir les matrices de
densité réduites.

e Dans le méme ordre d’idée, il est naturel de chercher des corrections au mini-

miseur 3 N corps sous la forme
Uy=gonf +uy @ gty O gyt

avec ¢, € C et ¢, € LA(R%) pour k = 1...N. Il se trouve que I'ansatz ci-
dessus est correct si la suite (¢} ),—q__y est choisie via la minimisation d’un
Hamiltonien effectif sur I’espace de Fock. La présence des termes non condensés
impliquant les ¢, pour & > 1 contribue au premier ordre a la norme de ¥y, mais
pas aux matrices de densité réduites, ce qui confirme rigoureusement que la
bonne notion de condensation est nécessairement basée sur les matrices densité
réduites. Cette remarque ne fait qu’effleurer la théorie de Bogoliubov, qui ne
sera pas traitée dans ces notes et au sujet de laquelle on renvoie a [CDZ 09,
LS 01,LS 04,Sol 06, Sei 11, GS 13,LNSS 13,NS 14,DN 14] pour des résultats
mathématiques récents.

Une remarque sur la symétrie

Nous nous sommes intéressés ci-dessus au probléme bosonique pour des raisons
de motivation physique. Le probléme fermionique n’est ® pas couvert par ce genre

(7) Rappelons que toutes les matrices densité sont normalisées pour avoir une trace fixe égale
a 1 dans ce cours.
(8) Pour I'instant?
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26 Introduction : formalisme et position des problémes chap.1 sec.4

de considérations, mais on peut s’intéresser au probleme sans contrainte de symétrie
mentionné précédemment.

Dans le cas ou A = 0 dans (1.51), les problémes avec et sans symétrie bosonique
imposée coincident, mais ce n’est pas le cas en général. On peut cependant suivre la
méme démarche que ci-dessus pour I’étude du probléme sans symétrie en remarquant
que vu la forme du Hamiltonien, on peut sans perte de généralité imposer la symétrie
plus faible (1. 23) dans la minimisation. L’ensemble de matrices de densité a deux
corps qui apparait alors a la limite est egalement couvert par le théoreme de Stormer-
Hudson-Moody, et il s’agit alors de minimiser une énergie sur les matrices de densité
a deux corps de la forme

= / y®2dP(y) (1.62)
yeS (LA (RY)

ou P est maintenant une mesure de probabilité sur les états a une particule, c’est-a-dire
les opérateurs auto-adjoints positifs de trace 1 sur L2(R). On obtient donc dans ce
cas la convergence de ’énergie fondamentale par particule vers le minimum de la
fonctionnelle de Hartree généralisée (¢f- (1.40))

) N—1
Euly]=Tr e [(—(V+iA+ V)] + AT Tt 2 [w(x—y)r®]

et le minimum est en général différent du minimum de la fonctionnelle de Har-
tree (1.54) (voir par exemple [Sei 03]).

On a déja noté que y®* ne peut avoir la symétrie bosonique que si y est un état
pur y = |u)(#u/|, et on voit donc en quoi le probléme sans symétrie peut en général
donner lieu 2 un minimum strictement plus petit. Il se trouve que le minimum
de (1.40) est toujours atteint pour un état pur, ce qui met en cohérence les différentes
observations que nous avons faites sur la symétrie. Notons finalement que prendre
en compte la symétrie bosonique dans la limite de champ moyen quand A # 0 se fait
tout naturellement grace aux différentes version du théoréme de de Finetti quantique.
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CHAPITRE 2

MECANIQUE STATISTIQUE A
L’EQUILIBRE

Avant d’entrer dans le coeur du sujet de ces notes, les limites de champ moyen
quantiques, nous rappellerons dans un but pédagogique quelques notions sur les limites
de champ moyen classiques. Dans cette section nous énoncerons et démontrerons
les théorémes de de Finetti classiques mentionnés informellement auparavant. Des
applications a des problemes de mécanique statistique a I’équilibre seront ensuite
présentées.

Pour simplifier exposition et se rapprocher des applications qui nous intéressent,
nous considérerons, dans toute cette section, un domaine 2 C R? qui pourra éventuel-
lement étre R? lui-méme. On notera QN et QY le produit cartésien de N copies de Q2
et ’ensemble des suites de 2 respectivement. Lespace des mesures de probabilités sur
un ensemble A sera toujours noté 2 (A). On pourra faire I’hypothese simplificatrice
que 2 est compact, auquel cas 2 (2) l'est également pour la convergence faible des
mesures.

i) Théoréme de Hewitt-Savage

Nous mentionnerons pour mémoire les premiers travaux sur ce qui est appelé
maintenant le théoréme de de Finetti [dF 31,dF 37,Khi 32,Dyn 53]. Dans ces notes,
I’histoire commencera a [HS 55] ou le théoréme de de Finetti classique est démontré
dans sa forme la plus générale.

De maniere informelle, le théoréme de Hewitt-Savage [HS 55] énonce que toute
mesure de probabilité symétrique sur Q" approche une combinaison convexe de
probabilités produit quand N est grand. Une mesure de probabilité symétrique
est une probabilité u, satisfaisant

lu‘N(Al X... XAN) = lu‘N(AU(l)""’AO'(N)) (2.1)

pour tout domaines boréliens A,,...,A, C € et toute permutation de N indices
o € Xy. On notera 2 (QN) 'ensemble des mesures de probabilité satisfaisant (2.1).
Une mesure produit construite sur p € 2 (f2) est de la forme

P (A cerAy) = plA)).... p(A) 22)
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et est bien entendu symétrique. Nous cherchons donc un résultat du genre
JINES / /o@NdP#N(p) quand N — oo (2.3)
e @)

ou P, €2(P (1)) est une mesure de probabilité sur les probabilités.

Une premiére possibilité pour donner un sens rigoureux a (2.3) consiste a prendre
immédiatement N = oo, c’est-d-dire & considérer non pas une probabilité u,, sur Q¥
mais directement une probabilité avec un nombre infini de variables, u € 22(Q), ce
qui est le sens naturel a donner & un « état classique d’un systéme a nombre infini de
particules ». On supposera une notion de symétrie héritée de (2.1) :

A Ay, ) = w(A 1) Ag()s---) 2.4)

pour toute suite de domaines boréliens (4, ),y C 2 et toute permutation d’un
nombre infini d’indices o € £_,. On notera 2 (Q) 'ensemble des probabilités sur
QY satisfaisant (2.4). Le théoreme de Hewitt-Savage est le résultat suivant :

,—( Théoréme 2.1 (Hewitt-Savage 1955). J

Soit u € 2 () satisfaisant (2.4). Soit «*) sa n-iéme marginale définie par
U(A, . G A )= (A 0 AL, 0. 2.5)

Il existe une unique mesure de probabilité P, € 2 (2 (1)) telle que

u™ :/ /o®"dP#(p). (2.6)
peP(®)

En mécanique statistique, ce théoreme est généralement appliqué comme une
version faible de I’approximation formelle (2.3) de la maniére suivante. On part d’un
état classique & N particules, une probabilité u,, € 2 (V) dont les marginales

WA, A) = Ay, A,, QN .7)

convergent V) dans le sens des mesures de 22(Q2"), a une sous-suite pres (nous ne
changerons pas de notation pour la sous-suite) :

) =,y e 2 ), 2.8)
ce qui veut précisément dire que
uA,) = 1A,

pour tout borélien A, de £2”, et donc

/fndﬂﬁ@ﬁ/fndft(”)
Q Q

pour toute fonction f,, continue bornée de 2 dans R. Modulo un argument d’ex-
traction diagonale, on peut supposer que la convergence (2.8) a lieu le long de la

1) On notera cette convergence —, pour la distin ucr d’une convergence en norme.
*
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méme sous-suite pour tout 7z € N. En testant la convergence (2.8) sur un borélien
A, =A,, xQ" " pour m < n on obtient la relation de consistance

(‘“(’Z))(m) = ,u.(’”), pour tout 7 < 7 2.9)

qui implique que la suite (™)), décrit bien un systéme phy51que avec un nombre
infini de particules. On peut ensuite voir (théoréme d’extension de Kolmogorov)
qu'il existe u € 2 () telle que w soit la n-iéme marginale de u (d’oli la notation).
Cette probabilité satisfait (2.4) et on peut donc lui appliquer le théoréme 2.1, ce qui
donne

[ug\';) —, / p®"dPM(p) quand N — oo (2.10)
e @)

ou P, € 2 (P (1)), ce qui est une version affaiblie mais rigoureuse de (2.3). Autrement
dit, étant donné un état classique a N particules, sa z-iéme marginale peut-étre
approchée par une combinaison convexe d’états produits quand N est grand
et 7 fixe. On remarquera par ailleurs que la mesure P, apparaissant dans (2.10) ne
dépend pas de 7.

Bien stir, il faut pouvoir d’abord utiliser un argument de compacité pour obte-
nir (2.8), ce qui est possible, par exemple, si Q2 est compact (dans ce cas 22 (£27) est
compact pour la convergence au sens des mesures (2.8)). Plus généralement, si le
probleme physique auquel on s’intéresse comporte un mécanisme de confinement,
on peut montrer que les marginales des états minimisant I’énergie libre forment des
suites tendues, et en déduire (2.8).

Quant a la preuve du théoreme 2.1, il y a plusieurs approches possibles. Men-
tionnons tout de suite que I'unicité est une conséquence assez simple d’un argument
de densité dans C,(22(2)), les fonctions continues bornées @ de 22(Q). L'argument
semble n’avoir été formulé que récemment @ par Pierre-Louis Lions [Lio 07].

Démonstration (du théoréme 2.1, unicité). On vérifie aisément que les mondmes de
la forme

C,(2(2) > M, 4(p) = /(}5(951, s )% (xp, 2, R EN P € CL(QF)  (2.10)
générent une sous-algebre de C, (2 (Q)), 'espace des fonctions continues bornées sur
P (), voir section 1.7.3 dans [Gol 13]. Le point a noter est que pour tout u € 2 (£2)

My, g ()My (1) = Mg 46 (1)

Le fait que cette sous-algebre soit dense est une conséquence du théoréme de Stone-
Weierstrass.
I sutfit donc de vérifier que si il existe deux mesures P, et P;‘ satisfaisant (2.5), alors

/;>e:@(n)Mk’¢(’o)de‘(’o):/ i Mk,¢(P)dP,/4(P)

pEZ ()

pour tout k € N et ¢ € C,(2 (). Mais cette derniére égalité signifie simplement

/pey(n)( kab Xp5eesXy)d 0% (xl,...,xk)> dP,(p)
:/pey(m( ) By 5 )dp™ (51 32) ) dPL(p)

(2) Pour simplifier, on peut penser au cas ou {2 est compact, auquel cas on remplace C, (2 (12))
par les fonctions continues.
(3) Les cours de Pierre-Louis Lions sont disponibles en vidéo sur le site du College de France.
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ce qui est évident puisque les deux expressions sont égales, par hypothése, a
k
/ﬂk A(xys ey x)d W (s y). O

Pour Iexistence de la mesure, le point le plus remarquable, nous mentionnerons
trois approches possibles :

e La preuve originelle de Hewitt-Savage est un argument géométrique : ’en-
semble des probabilités symétriques sur Q' est bien évidemment convexe. Le
théoréme de Choquet-Krein-Milman indique que tout point d’un convexe est
une combinaison convexe des points extrémaux de I’ensemble. Il suffit donc
de montrer que les points extrémes de 2, () sont exactement les mesures
produit, correspondant aux suites de marginales (0®”), .. Cette approche est
hautement non constructive, et la preuve que les suites (0®”),, o sont les points
extrémes de 2 (Q) est un argument par contradiction.

e Une approche entiérement constructive est due a Diaconis et Freedman [DF 80].
Dans cet argument probabiliste, le théoréme 2.1 devient un corollaire d’un
résultat d’approximation a N fini, donnant une version quantitative de (2.10).

e Pierre-Louis Lions a développé une nouvelle approche dans le cadre de la théorie
des jeux de champ moyen [Lio 07]. Il s’agit d’un point de vue dual, ou 'on
commence par s’intéresser au concept de «fonctions continues dépendant faible-
ment d’un grand nombre de variables ». On pourra en trouver un résumé dans
les notes de cours de Frangois Golse [ Gol 13, section 1.7.3], et une présentation
complete (avec des extensions) dans [Mis 11, chapitre I]. Des développements
et des généralisations importants dans cette direction sont également présentés
dans [HM 14].

Il se trouve que la preuve du théoreme de Hewitt-Savage suivant le point de vue de
Lions est en grande partie une redécouverte de la méthode de Diaconis et Freedman.
Dans la suite nous suivrons un mélange des deux approches. Une présentation plus
complete est donnée dans [Mis 11].

Théoréme de Diaconis-Freedman

Comme nous venons de [’annoncer, il est en fait possible de donner une version
quantitative de ’approximation (2.10) qui implique le théoréme 2.1. Outre son intérét
intrinséque, ce résultat méne naturellement a une preuve constructive qui me semble
etre de loin la plus concrete qui existe dans la littérature. L'approximation se fera dans
la norme naturelle pour les mesures de probabilité sur un ensemble S, la variation

el = [ dledl= sup

totale :
/ pdu ‘ (2.12)
gec,(s)1/a

qui coincide avec la norme L! pour des mesures absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue. Le résultat que nous allons démontrer, issu de [DF 80], est le
suivant :
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,—( Théoréme 2.2 (Diaconis-Freedman). J

Soit uy € 2,(2V) une mesure de probabilité symétrique. Il existe P, €2(2()
tel que, définissant

fing = / P#NdP, (o) @.13)
e (@)
on ait ( B
~(,,) < nn—
HyN o S2EE 2.14)

Démonstration (du théoréme 2.2). On fera un léger abus de notation en écrivant
Un(Z)dZ au lieu de d uy(Z) pour les intégrales en (z,,...,zy) = Z € QV. En tout
état de cause, il est déja suffisamment instructif de considérer une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

La symétrie de u,, implique, pour X = (x,,...,xy) € QY

pnX)= | pun(2) Y (N8, dZ (2.15)

on o€y
ou Z, représente le N-uplet (2, ;- -, 2,(,)- On définit
/ () SN, dz, 2.16)
r€ly

o I, est Pensemble de toutes les applications® de {1,...,N} dans lui-méme et X, est
défini de la méme maniére que X . Le sens précis a donner a (2.16) est

[ #0d0= SN [ $(7)d 2

y€ly
pour toute fonction réguliére ¢.
En remarquant que
N &N
-N _ —1
>N Sx=z,= | N > S, (Xps-e s Xn)s 2.17)
rely j=1
on peut mettre (2.16) sous la forme (2.13) en prenant
/QN oy N(2)AZ, 5y (x ZN '8, (2.18)

et on remarquera au passage que P, ne charge que des mesures empiriques (les mesures

0 ci-dessus). Il s’agit maintenant de calculer la différence entre les marginales de u,; et
- Diaconis et Freedman procedent comme suit. Bien stir

() ()

Wi =[ (e, ) (SN, ) | uzuz

o€y rely

(4) Comparé a Xy, I, autorise donc les indices répétés.
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mais
()

Z (N)™' 8y,
[S%N,

est la loi de probabilité pour tirer 7 boules au hasard d’une urne en contenant N ©, sans

remplacement alors que o
n

> NN Sx=z,

rely
est la loi de probabilité pour tirer 7 boules au hasard d’une urne en contenant N, avec
remplacement. Intuitivement il est clair que quand 7 est petit devant N, le fait que I'on
remplace ou pas les boules apres chaque tirage n’affecte pas significativement le résultat. Il
n’est pas difficile d’obtenir des bornes quantitatives qui meénent au résultat (2.14), voir
par exemple [Fre 77].
Une autre fagon d’obtenir (2.14) est la suivante, qui semble avoir son origine dans[Grii 71]:
auvude (2.16) et (2.17), on a

Qn

N
0= [ @ (N8, ) Gmdz
j=1

On développe alors le produit tensoriel et on calcule la contribution des termes ou tous
les indices sont différents. Par symétrie de ;43) on obtient

o NIN—1)...N—n+1) (,
=M )Ni L+, (2.19)

ol v, est une mesure positive sur " (tous les termes issus du développement du pro-
duit (2.17) donnent lieu a des contributions positives). On a alors
N N(N—1)....N—n+1)
' — o = (1 - e “ =, (220

et comme les deux mesures du membre de gauche sont des probabilités on déduit

/nan _ (1_N(N—1).].\.];(7N—n+1)).

En outre, puisque le premier terme du membre de droite de (2.20) est positif et le deuxi¢me
négatif on a par I'inégalité triangulaire

/ d“u%)_ﬂgy <(1—N(N_1)N5N_n+1))+ dvn
Qn on
:2(1_N(N—1)...(N—n+l)).
N7

Il est ensuite facile de voir que

n

N(N—l).].V.EN—n+1):H N—]\]['+1 :]f[l (1_%)2 (1_%_1)31_@

=1

ce qui prouve (2.14) avec C = 2. Une meilleure constante C = 1 peut étre obtenue,
voir [DF 80, Fre 77]. O

On fait la remarque suivante, qui s’avere utile dans les applications :

(5) Les boules sont étiquetées z, ..., zy.
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Remarque 2.3 (Premiéres marginales de la mesure de Diaconis-Freedman).

Ona

P () = ) (0) @.2)
et N—1 1
o) = S i) b )8 02

comme conséquence directe de la définition (2.17). En effet, en utilisant la symétrie,

N
NS [ @8, dZ = )
7j=1

N
/&'5\2[ (x5 %) =N~ /MNZ> Zaz—xl Zé\z/:xz dz

Z / luN(Z z,=x, " z; —xde

ISi#j<N
N
+N_ZZ/ MN(Z)sz =x 82 =x dZ
4 QN =X T 27X
N—1

= 7{“‘N (xl’x2>+ lu' (x1>3x1:x2' (223)

Les marginales supérieures peuvent s’obtenir par des calculs similaires mais plus
lourds.

En corollaire de la construction de Diaconis et Freedman nous obtenons une
preuve simple de la partie existence du théoréme de Hewitt-Savage :
Démonstration (du théoréme 2.1, existence). Commengons par le cas ot §2 est com-
pact. On applique le théoréme 2.2 3 u™) qui est une probabilité symétrique sur QV, et
<c™ (2.24)

on obtient donc
w— / p®"dPy(p) ~
0P () ™

pour une certaine mesure Py, € 2 (22 (12)). Lorsque §2 est compact, 2 () et 2 (2 (2)) le
sont également. On peut donc (modulo une sous-suite) supposer que

Py —PeP (P ()

2

au sens des mesures et il ne reste qu'a passer a la limite N — oo a 7 fixé dans (2.24).

Pour le cas ot 2 n’est pas compact, on suit une idée de la preuve d’existence selon Pierre-
Louis Lions [Lio 07] (voir aussi [ Gol 13]). Il s’agit de montrer que la mesure Py, obtenue
en appliquant le théoréme de Diaconis-Freedman a ) converge. Il suffit pour cela de la
tester sur un mondme de la forme (2.11) :

1 N
My (1)dPy () = / w [ Lsts Y auw
k 1 N
- — )
_/ZeQN /)(er x1, o 1;[ N;é\z/:xk d[u, (Z)

= P(z),...,2)d uP(Z)+ O(N™) (2.25)

Zenk
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par un calcul similaire a celui donnant (2.19). La limite (2.25) existe donc pour tout
mondme M, 4, et par densité des mondmes pour toute fonction continue bornée sur

2(Q). On déduit ainsi
Py—.P

5

et on peut conclure comme précédemment. O

Voici quelques petites remarques avant de passer aux applications des théo-
remes 2.1 et 2.2
Remarque 2.4 (Sur la construction de Diaconis-Freedman-Lions).

1. On notera d’abord que la mesure définie par (2.18) est celle que Lions utilise
dans son approche du théoreme de Hewitt-Savage. C’est la maniére cano-
nique de construire une mesure sur 2 (2 (f2)) étant donnée une mesure sur
P (QN), en passant par les mesures empiriques. Le passage a la limite (2.25)
peut remplacer 'estimation explicite (2.14) si on s’intéresse uniquement a la
preuve du théoréme 2.1. Cette construction et I’astuce combinatoire (2.19)
sont également utilisées, par exemple, dans [GMR 13, MC 13,HM 14].

Disposer d’une estimation explicite de la forme (2.14) est évidemment tres
satisfaisant et peut s’avérer utile dans les applications. On peut se demander st
le taux de convergence obtenu est optimal. De maniére peut-étre surprenante,
C’est en fait le cas. On aurait pu s’attendre & une approximation utile pour
n < N, mais il se trouve que y/7 < N est optimal, voir les exemples de [DF 80].

N

3. Les formules simples (2.23) sont bien utiles en pratique (voir [RY 14] pour

une applicati 1 isfai O = 5l @ bui
pplication). Il est assez satisfaisant que )’ = f,/ et que )’ puisse se

. .- ~ (2 ~ (1
reconstruire en utlhsant seulement /AS\J) et ‘ug\])

4. La construction paye sa généralité par un comportement en réalité trés mau-
vais dans de nombreux cas. Remarquons que (2.18) ne charge que des mesures
empiriques, qui ont toutes une entropie infinie. Cela pose des problemes
pour employer le théoreme 2.2 a I’étude d’une énergie libre a température
positive. En outre, pour un probleme avec interactions répulsives fortes, on

cherchera a appliquer la construction a une mesure satisfaisant ,ug\z,)(x, x)=0
(probabilité nulle d’avoir deux particules au méme endroit). Dans ce cas
[&g\z[)(x,x) = Nfllug\l,)(x) est non nulle et donc I’énergie de @t sera infinie
si le potentiel d’interactions comporte une singularité a origine.

o

Il serait tres intéressant de disposer d’une construction qui satisfasse une esti-
mation de forme (2.14) tout en évitant les inconvénients mentionnés ci-dessus.
Par exe.mple,.est-il possible de garantir by € Ll(QN) sty € LI(QA‘[)? 01{11
pourrait aussi demander que la construction laisse les mesures produits o®
invariantes, ce qui n’est pas du tout le cas de (2.13).

o

Si I’espace Q) est remplacé par un ensemble fini, disons 2 = {1,...,d}, on peut
obtenir une erreur proportionnelle 4 d7n/N au lieu de #?/N en utilisant la
preuve originelle de Diaconis-Freedman. On peut donc remplacer (2.14) par

(n)

n c .
Hyg\[) — iy < 7 Tin (dn,n?). (2.26)

vV

Nous ne nous servirons pas de ce point dans la suite.
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Finalement, on fait une remarque séparée sur une généralisation de I’approche
présentée ci-dessus :
Remarque 2.5 (Fonctions symétriques dépendant faiblement de N variables).
Dans les applications (¢f. la section suivante), on cherche a appliquer les théoremes
a la de Finetti de la maniére suivante : on se donne une suite (#y)yey de fonctions
symétriques de N variables et on étudie la quantité

| @0 )

pour une probabilité symétrique u,,. Les résultats exposés dans cette section im-

pliquent que si cette quantité se trouve ne dépendre que d’une marginale /ugg) pour 7
fixe, un objet limite naturel émerge quand N — oo. En particulier, si

—1
(X)) = (5) > bxisex), 2.27)

1<, <..<1, SN

on a

| @O (0= | g )l
QN On

—

( ¢dp®”) dP,(p) (2.28)
PEP () N Qn

pour une certaine mesure de probabilité P, € (2 ((2)). On peut se demander
si ce genre de résultats est vrai pour une classe de fonctions #,, dépendant plus
subtilement de N. Le cadre naturel semble étre celui ou la suite #,, dépend faiblement
des N variables, au sens formalisé par Lions [Lio 07] et rappelé dans [Gol 13, section
1.7.3].

Sans rentrer dans les détails, on peut facilement voir qu’a une telle suite cor-
respond, modulo extraction, une unique fonction continue sur les probabilités
U e C(2(N)) : on peut démontrer que, le long d’une sous-suite,

| a0dm 0~ [ U, o) 2.29)
on 0P (Q)

\ / ..
Pensons par exemple au cas ou #, ne dépend que de la mesure empirique :

N
1
upn(xXpyeeesxy) =F ﬁzé\x/ (2.30)
=1

avec une fonction F suffisamment réguliere. Une telle fonction dépend faiblement
des N variables au sens de Lions mais ne s’exprime pas sous la forme (2.27). Plus
généralement, ce genre de considérations s’applique sous des hypotheses du genre

C )
|Vx]uN(x1,...,xN)| < N Vi=1...N, V(xl,...,xN)EQN.
On peut par la suite se demander si le taux de convergence dans (2.29) peut se quanti-

fier, comme le théoréme 2.2 permet de quantifier la convergence (2.28). Des résultats
dans cette direction sont présentés dans [HM 14].
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Limite de champ moyen pour une énergie libre
classique

Dans cette section nous appliquons le théoréme 2.1 a une fonctionnelle d’énergie
libre a température positive, suivant [MS 82, CLMP 92, Kie 93,KS 99]. On considére
un domaine 2 C R et la fonctionnelle

Fulul= [ HGEOWOIX T [ wlogu(XdX @31

XeON

définie pour toute mesure de probabilité u € 2 (QN). Ici la température T est fixe
dans la limite N — oo et le Hamiltonien H) est choisi de type champ-moyen :

N
:ZV(x/-)—i—ﬁ Z w(x; —x;). (2.32)
j=1

1<i<j<N

Ici V est un potentiel semi-continu inférieurement. Pour se placer dans un cadre
compact, on supposera que soit {2 est borné soit

V(x)— oo quand |x| — oo. (2.33)

Le potentiel d’interaction w sera borné inférieurement et semi-continu inférieurement.

Pour rester concret on pourra penser & w € L*, ou bien a un potentiel de type
Coulomb répulsif :

1
w(x)= |x|d — st d=3 (2.34)
w(x)=—log|x|sid =2 (2.35)
w(x)=—|x|sid =1, (2.36)

omniprésent dans les applications. On supposera également toujours
w(x) = w(—x)
et si le domaine n’est pas borné on supposera en outre
w(x—y)+ V(x)+ V(y) = oo quand |x| — oo ou |y| — oo
w(x—y)+ V(x)+ V(y) est semi-continu inférieurement. (2.37)

Nous nous intéressons a la limite de la mesure de Gibbs minimisant (2.31) dans

ZA(VE

1 1
et a’énergie libre correspondante
Fy= inf Zy[u]l=P\[uy]=—TlogZy. (2.39)

ueP (QN)

La fonctionnelle d’énergie libre se réécrit

Fyl N/Vx)d/p) //QXQ x —y)d u® (xy+T/ wlog
N
:E//ng(w<x_y)+V(x)+v(3’>)dﬂz(X,y)-i- T/QN,ulog[u. (2.40)
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en utilisant les marginales

‘u(”)(xl,...,xﬂ):/ dup(xgs...,xy) (2.41)

X,y g g XN EQ

En insérant un ansatz de forme
u=p*N,0€2(Q) 2.42)
dans (2.31), on obtient la fonctionnelle de champ moyen
FM )= N Fy[p*"]
/Q V(x)dp(x) //Mw(x— Jdo(x)do(y) —I—T/,ologp (2.43)

dont on notera FMF et oMF le minimum et un minimiseur parmi les mesures de
probabilité. Notre but est de justifier "approximation de champ moyen en démontrant
le théoréme suivant

,—( Théoréme 2.6 (Limite de champ moyen classique a température fixe). J—~
Ona

F
N FMF quand N — oo. (2.44)

De plus, a extraction d’une sous-suite pres, on a pour tout 7 € N
o= / P dP(p). (2.45)
oEMMF

au sens des mesures, ot P est une mesure de probabilité sur .#ZM, ’ensemble des
minimiseurs de ZMF.

En particulier, si ZMF a un minimiseur unique on obtient

w) = (M)

Démonstration (du théoréme 2.6). On suit essentiellement [MS 82, CLMP 92,Kie 89,
Kie 93]. Une borne supérieure sur I’énergie libre s’obtient aisément en prenant une
fonction test de forme p®N et on déduit

F
By cpr (2.46)
Seule la borne inférieure correspondante demande du travail. On commence par extraire
une sous-suite le long de laquelle

iy =, 1 (2.47)
pour tout 7 € N, avec u € 2,(2V). On procede comme indiqué section 1, en utilisant
soit le fait que 2 est compact soit I’hypothése (2.37) qui implique que la suite est tendue.
Par semi-continuité inférieure, on a immédiatement

timint 3 [ [ (@) + Vi) + Vo))

>5/Qxﬂ(w(x_ )+ V() +V(»)duD(x,y). (2.48)
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Pour le terme d’entropie, on utilise la propriété de sous-additivité (conséquence de I’in-
égalité de Jensen, voir [RR 67] ou les références citées précédemment)

N n n N—n % N—n %
/ MNlogMN%*J/ #§v>log#§v)+/,v_,,lgj#§v LD pog (1)
N ndJon oVl

ou | . | dénote la partie entiere. Linégalité de Jensen implique que pour toutes mesures de
probabilités u et v, entropie relative de u par rapport a v est positive :

/ylogﬁ:/vﬁlogﬁ> (/vﬁ)log(/vﬁ) =0.
v v Ty v y

On en déduit que pour tout v, € 2 (1)

T T e R e o

= (N—n [EJ)/yg\l[)logvo.
n Q

En choisissant v, € 2 (12) de la forme v, = ¢, exp(—c, V) il n’est pas difficile de voir que la
derniére intégrale est bornée inférieurement indépendamment de N et on obtient alors
pour tout 7 € N

llmmf—/ [uNlog[uN/f/ u™ log u™ (2.49)

par semi-continuité inférieure de (moins) ’entropie.
En rassemblant (2.48) et (2.49), on obtient une borne inférieure en terme d’une fonction-
nelle de w :

limint (1> #Lu]=3 [ Q(w(x—y>+V<x>+V<y>>dy<z><x,y>

+ T'lim sup y. Mlogu™.  (2.50)
nooo 17

Le second terme est souvent appelé (moins) ’entropie moyenne de u € 22(QM).
Il s’agit maintenant d’appliquer le théoreme de Hewitt-Savage & u. Le premier terme de
F est évidemment affine en fonction de 4?), ce qui est parfait pour utiliser (2.6), mais
on pourrait s’inquiéter a la vue du second terme qui semble plutdt convexe. En fait un
argument simple de [RR 67] montre que cette entropie moyenne est bien affine. Le fait
que la limsup est en fait une limite fait partie de I"énoncé :

Lemme 2.7 (Propriétés de I’entropie moyenne).

La fonctionnelle

sup — / ulog u™ = lim 7/ " log u™ (2.51)
n—oco N n—oo 52
est affine sur 2 ().

Démonstration. On commence par prouver que le supremum est une limite. On
note le premier § et choisit ; tel que

n—00

1 : :
f/ uDlog u) = sup y logM”)—s]-:S—s]-.
j Jo
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Soit ensuite £ 2 ;. On en fait la division Euclidienne par ;
k=mj+ravec0<r <j.

Alors, par la propriété de sous-additivité déja mentionnée,
1 . T
1 / 1®log u® > / 1 log ) 4 - / 4 log

k Ok k Q k Qr

. c
mj j
Mg _ey— 1
B O

ol C; ne dépend que de ;. On passe ensuite a la limite &£ — oo avec j fixé. En notant

=

que m — k/j on obtient
1
liminf - [ u®logu®>S—c..
iminf ;- | u¥logu > 5,

En passant finalement  la limite ; — oo le long d’une sous-suite on peut obtenir
¢; — 0, ce qui prouve I'égalité (2.51).

Nous prouvons maintenant que la fonctionnelle est affine. Soient u,, 4, € 2 ().
On utilise la convexité de x — x logx et le fait que x — logx est croissante pour
obtenir

1 n n 1 n n 1 n 1 n 1 n 1 n
E/Qn#(ﬂlog#(l)+§/m#(z>log#(z)>/m (5#§)+5M(2>)10g(§m)+5#§ >)

1 n n 1 n n
27/ #§>log#§)+*/ w5 log ul”
Z.Qn Z,Qn

_log(2) ( / e / M(z">)
2 on on
1 n n 1 n n
25/ % )log#3)+§/ 5" log uf” —log(2).
n Qn

En divisant par 7 et en passant a la limite on déduit que la fonctionnelle est bien
affine. O

Ainsi Z[ ] est bien une fonctionnelle affine. Il reste a utiliser (2.6), ce qui donne une
probabilite P, € 2(2(Q)) telle que

1
liminf — > e 1dp
iminf = Fylpy] /,9 E@(Qﬁ[p 1dP,(p)

- / FN[p]dP,(0) > PN,
PP ()

Ici, on a noté p® la probabilité sur 2 (QV) qui a pour 7-iéme marginale p®” pour tout
n et on a utilisé le fait que P, est d’intégrale 1. Ceci conclut la preuve de (2.44) et (2.45) se
déduit facilement. Il est en effet clair, au vu des inégalités précédentes, que P, doit étre
concentrée sur ’ensemble des minimiseurs de I’énergie libre de champ moyen. O

Estimations quantitatives dans la limite champ
moyen/température faible

Ici, nous allons donner un exemple ou les précisions apportées au théoréme
de Hewitt-Savage par la méthode de Diaconis-Freedman se révelent utiles. Comme




40 Mécanique statistique a [’équilibre chap.2 sec.4

mentionné a la remarque 2.4, la construction de la section 2 se comporte assez mal
vis-a-vis de I’entropie, mais il existe un certain nombre de problémes intéressants ou
il fait sens de considérer une température petite dans la limite N — oo, auquel cas
’entropie joue un faible rdle.

Un exemple central est celui des systemes de type « log-gas ». Il est bien connu
que la distribution des valeurs propres de certains ensembles de matrices aléatoires est
donné par la mesure de Gibbs d’un gaz classique avec interactions logarithmiques. De
plus, il se trouve que la limite pertinente pour de grandes matrices est un régime de
champ-moyen avec température d’ordre N—!. Considérons le Hamiltonien suivant

(les hypotheses sur V sont les mémes que précédemment, avec w = —log| . |) :
- 1
HN(X):ZV(x/)—m > loglx; — x| (2.52)
j=1 1<i<j<N

ot X =(xy,...,%y) € R*N. La mesure de Gibbs correspondante

(X = ;,N exp(—BNHy(X))dX (2.5

correspond (modulo un changement d’échelle dépendant de £3) a la distribution des
valeurs propres d’une matrice aléatoire dans les cas suivants :

ed=1,5=124etV(x)=5 EE On obtient respectivement les matrices gaus-
siennes réelles symétriques, complexes hermitiennes, et quaternioniques auto-
duales.

e d=2,f=2etV(x )— |XZ On obtient alors les matrices gaussiennes complexes
sans condition de symétrie, c’est-a-dire I’ensemble dit de Ginibre [Gin 65].

Dans le cadre de ces notes nous ne donnerons pas plus de précisions sur 1’aspect
« matrices aléatoires », et nous nous contenterons de prendre les faits précédents
comme une motivation suffisante pour étudier la limite N — oo des mesures (2.53)
avec [3 fixé, ce qui correspond (comparer avec (2.38)) a prendre 7= S~'N~!, soit une
température tres petite. Pour une introduction aux matrices aléatoires et aux log-gas
nous renvoyons a (parmi de nombreuses sources) [AGZ 10, For 04, Meh 04]. Pour
des études poussées des mesures (2.53) selon des méthodes assez différentes de celles
présentées ici on pourra consulter entre autres [BAG 97, BAZ 98, BAMPS 95, BEY 12,
BEY 14,BEY 12,CGZ 14,RS 14,SS 12,SS 14].

Dans le cas d = 2, les mesures de forme (2.53) ont aussi une application naturelle
a I’étude de certaines fonctions d’'onde quantique apparaissant dans le cadre de I’effet
Hall fractionnaire (voir [RSY 13a,RSY 13b,RY 14] et les références citées). La aussi,
il fait sens de considérer 8 comme étant fixe.

La singularité en 0 du logarithme va poser des difficultés dans la preuve, comme
indiqué a la remarque 2.4, mais on peut les contourner relativement aisément, au
contraire de celle liée a ’entropie. La méthode que nous présenterons n’est pas limitée
au cas des log-gas et peut étre réemployée dans des contextes variés.

A nouveau, (2.53) minimise une énergie libre

Falu)= [ ECOROOIX + o0 L sl uCdx @59

https://spartacus-idh.com
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dont nous noterons Fy, le minimum. Lobjet limite naturel est cette fOiS une éner 1e
N ) 3
libre 01\1 16 terme d’entropie est l’légllgé © :

1
el [ Vo= [ logl—yldp(ide) @59

obtenue en insérant 'ansatz p®V dans (2.54) et négligeant le terme d’entropie qui est
manifestement d’ordre inférieur pour [ fixe. On notera EMF et oMF respectivement
’énergie minimum et le minimiseur (unique dans ce cas par stricte convexité de la
fonctionnelle). Il est bien connu (voir les références sus-citées et également [KS 997)
que

1
N7'Fy = _B log%y — EM  quand N — oo (2.56)
et on
u = (@) (2:57)

Nous allons reprouver (2.57) et donner une version quantitative de (2.56) en nous
inspirant de [RY 14]:

Théoréme 2.8 (Estimation de I’énergie libre d’un log-gas).

Pour tout S €R, ona

EMF—CN7 (B +1logN +1) <—l

P

Des estimations fines de la fonction de partition %, d’un log-gas semblent n’étre
disponibles dans la littérature que depuis assez récemment [RS 14,SS 12,SS 14]. Entre
autres, les références précédentes indiquent que la correction a EMF est exactement
d’ordre N~'logN.

logZy <EM +CB7'IN"L. (2.58)

Démonstration (du théoréme 2.8). Nous n’élaborerons pas sur la borne supérieure,
qui s’obtient en prenant ’ansatz factorisé habituel et en estimant son entropie. Pour la
borne inférieure, nous allons utiliser le théoreme 2.2. Pour cela il nous faut d’abord borner
criiment Ientropie : par positivé de entropie relative (inégalité de Jensen)

/ MlogEZOpourtout u,ve2(QN)
R4N vy

on peut écrire, en utilisant la mesure de probabilité

vy = (coexp (=V(|x))*",

la borne inférieure suivante
/ uyloguy = / uylogyy :—N/ Vdul) —Nlogc,. (2.59)
JRAN JRAN R4

Pour obtenir une borne inférieure sur I’énergie, il nous faut d’abord régulariser le potentiel
d’interaction : soit @ > 0 un petit paramétre que nous optimiserons plus tard et

_ Ll :
_1oga|z|:{ loga +5(1-8) sile

<
“ (2.60)
—log|z] si|z| 2 a

(6) Une énergie donc, d’ott la notation.
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Clairement —log, |z| < —log|z| est régulier en 0. De plus, on a

I|2

d —  si|z|<
———log,|z]={ & ot silel < e @.61)
da 0 st|z| = a.
On utilise la minoration —log, |z| < —log |Z| pour obtenir
00X >N [ V=T [ tog, le—sldu )
XeqN R xR4

et nous sommes maintenant en posmon d’appliquer le théoreme 2.2, et plus précisément
les formules explicites (2.23) :

Hy(X)y (X)dX >

XenN

R4

2
N Vdﬁﬁé)—L// log, |x —y|d 4 (x,7) + Clog,(0)  (2.62)
2(N—1) Rd xRd

et en combinant (2.59), (2.13) et en rappelant que la température est égale 3 (SN) ™, on
obtient

TR E L N0
pEP(RY)
+CN7" (log,(0)—B7") = EX¥ —CN'log(a) — C(BN)™"  (2.63)

ott EMF est le minimum (parmi les mesures de probabilité) de la fonctionnelle modifiée

& [p / V(1—B"'Ndp— AN //m log, [x —yldp(x)dp(y).

En exploitant 1’équation variationnelle associée, (2.61) et le principe de Feynman-
Hellmann, il n’est pas difficile de montrer que pour a assez petit
|EMT—EMF| < Cal +CN
et donc on conclut
N7 Z[uy]= EMT—CN ' log(a) —CAN~'—CN~' —Co? —C

ce qui donne la borne inférieure désirée en optimisant par rapport i @ (prendre @ =N~"/4).
O

Remarque 2.9 (Extensions possibles).

1. On peut également prouver des versions quantitatives de (2.57) en suivant
essentiellement la méthode de preuve ci-dessus. Nous n’¢laborerons pas plus sur
ce point pour lequel nous renvoyons a la méthode utilisée dans [RY 14] (basée
sur une implémentation quantitative du principe de Feynman-Hellmann).

2. Un autre cas que nous pourrions traiter avec la méthode ci-dessus est celui des
ensembles de matrices gaussiennes unitaires, orthogonaux et symplectiques
introduits par Dyson [Dys 62a,Dys 62b,Dys 62c]. Dans ce cas, R? est remplacé
par le cercle unité, 8 =1,2,4, V =0 dans (2.52) et le terme d’interaction n’est
pas divisé par N — 1. La méthode s’applique malgré ce dernier fait car le r6le
du facteur (N — 1)~ est de rendre les deux termes de (2.52) du méme ordre de
grandeur. Quand V =0 et que les particules vivent sur un domaine fixe, on a
pas ce souci et le probléme limite reste bien défini.

g/’%‘\)
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CHAPITRE 3

THEOREME DE DE FINETTI
QUANTIQUE ET THEORIE DE
HARTREE

Nous rentrons maintenant dans le cceur du sujet du cours, les limites de champ
moyen pour de grands systémes bosoniques. Nous présenterons d’abord la déri-
vation du fondamental de la théorie de Hartree pour des particules confinées. Dans un
tel cas, correspondant par exemple a des particules vivant dans un domaine borné, le
résultat est alors une conséquence relativement immédiate du théoréme de de Finetti
prouvé par Stormer et Hudson-Moody [Ste 69,HM 76] qui décrit toutes les limites
fortes (au sens de la norme G') des matrices de densité réduites d’un grand systéme
bosonique.

Nous passerons ensuite au cas plus complexe de systémes non confinés. Le cas
général sera traité plus tard et dans cette section nous supposerons que le potentiel
d’interaction n’a pas d’états liés (un exemple est un potentiel purement répulsif). Il est
alors suffisant de disposer d’un théoréme a la de Finetti décrivant toutes les limites
faibles (au sens de la topologie faible-+ sur &') des matrices de densités réduites d’un
grand systeme bosonique.

Le théoreme de de Finetti quantique faible (introduit dans [LNR 14a]) implique
le théoreme de de Finetti quantique fort et il se trouve que les deux résultats peuvent
se déduire d’un théoreme encore plus général apparaissant dans [Ste 69, HM 76]. Le
parti-pris de ces notes est de ne pas suivre cette approche, mais plutot celle (par ailleurs
plus constructive) de [LNR 14a]. Ceci sera discuté plus en détail a la section 3 qui
annonce aussi la démarche qui nous guidera dans les chapitres suivants.

Pour simplifier ’exposition, on se concentrera sur le cas de particules quantiques
non relativistes, en I’absence de champ magnétique, pour lesquelles le Hamiltonien a
la forme générale

N
1
j=1

1<i<j<N

agissant sur I’espace de Hilbert ¥ = ®N $, i.e. le produit tensoriel symétrique de
N copies de £ olt § sera I’espace L*(£2) pour € R¥. Lopérateur 7 est un opérateur
de Schrodinger

T=—A+V (3.2)

EFERERT]
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avec V: Q21— Reet T; est défini comme agissant sur la j-¢me variable :
T.4,®..8¢y=¢®..0T,¢,;®...0 Jy.

On suppose que T est auto-adjoint et borné inférieurement, et que le potentiel d’in-
teraction @ : R — R est relativement borné par rapport & T (au sens des opérateurs) :

—B AT+ T,)—C<w(x,—x,) < B (T, +T,)+C, (3.3)
symétrique
w(—x) = w(x),
et décroissant a I'infini
w e LI (Q)+ L (), max(1,d /2) < p < 00 — 0, w(x) — 0 quand |x| — c0. (3.4)

Ceci assure que Hy, est auto-adjoint et borné inférieurement. On fera un abus de
notation en notant @ ’opérateur de multiplication par w(x, — x,) sur L*(Q2).
Notre but est de décrire le fondamental de (3.1), ¢’est-a-dire I’état réalisant

E(N) = infUﬁNHN = \IIGYJ’iVan\I/H:l (‘I/,HN\II>5§N . (3~5)

Dans le régime de champ moyen qui nous occupe, on s’attend a ce qu’un fondamental

satisfasse
Uy, ~ #®N quand N — oo 3.6
N q
\ . . \ \ .
en un sens a préciser, ce qui mene naturellement a la fonctionnelle de Hartree

Ey[u]=N"" < oN HNM®N> =(u,Tu)y+ ;(14@14 WU QM)
/|V14|2—+—V|14|2 //Q Q|z4(x PPw(x —y)|u(y)*dxdy. (3.7)

On notera ey et iy le minimum et un minimiseur de &}; respectivement. On a bien
sUr, par le principe variationnel

E(N)
et on s’attend a pouvoir démontrer la borne inférieure correspondante pour obtenir
E(N
% — ey quand N — oo. (3.9)

Remarque 3.1 (Généralisations). Toutes les idées principales peuvent étre intro-
duites dans le cadre précédent et nous renvoyons a [LNR 14a] pour une discussion
des généralisations possibles. On pourra méme penser au cas ou V' et @ sont tous
deux réguliers & support compact si on désire comprendre la méthode dans le cas le
plus simple possible.

Une généralisation trés intéressante consiste en la substitution du Laplacien
dans (3.2) par un opérateur d’énergie cinétique relativiste et/ou incluant un champ
magnétique, comme décrit a la section 2. Il faut alors adapter les hypotheses (3.3)
et (3.4) mais le message reste le méme : I"approche fonctionne tant que les modeles
de départ et d’arrivée sont bien définis.

(1) Le fondamental peut ne pas exister, auquel cas on pense a une suite d’états réalisant
asymptotiquement |'infimum.

https://spartacus-idh.com
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Une autre généralisation possible est I'inclusion d’interactions a plus de deux
particules pour obtenir des fonctionnelles avec des non-linéarités d’ordre plus élevé a
la limite. Il est bien s(r nécessaire de se placer dans une limite de champ moyen en
ajoutant, par exemple, au Hamiltonien un potentiel de forme

An Z w<xi_xj’xi —x)

1<i<j k<N

avec Ay o< N72 quand N — oo. Il est aussi possible de prendre en compte une
interaction plus générale que la multiplication par un potentiel, sous des hypotheses
du méme genre que (3.3).

i) Systémes confinés et théoréme de de Finetti fort

Par «systéme confiné » on entend un cadre compact. On pourra choisir I'une des
deux hypothéses suivantes :

Q c R? est un domaine borné et (3.10)

ou bien
Q=R et V(x) — oo quand |x| — oo (3.11)

avec V le potentiel apparaissant dans (3.2). On supposera en outre
Vel (Q), max(1,d/2)< p<oo.
Dans ces deux cas, il est bien connu que
T =—A+V est a résolvante compact, (3.12)

ce qui permet d’obtenir tres facilement de la convergence forte pour les matrices de
densité réduites d’un fondamental de (3.1). On peut alors réellement penser a 'objet
limite obtenu en prenant la limite N — oo comme un état quantique a nombre
infini de particules. En s’inspirant du cas classique discuté au chapitre 2 la définition
naturelle est la suivante :

,—( Définition 3.2 (Etat bosonique 4 nombre infini de particules). ]7

Soit $ un espace de Hilbert séparable et pour 7 € N, $” I’espace bosonique a 7

P P p s P q
particules correspondant. On appelle état bosonigue a nombre infini de particules
une suite (y),y d’opérateurs a trace satisfaisant

e y(" est un état bosonique 4 7 particules : (") € &!(H”) est auto-adjoint
positif et
Trw[}/(”)] =1 (3.13)

e lasuite (y),y est consistante :
Tr, [y " 0] =y (3.14)

ot Tr,,, ; est la trace partielle par rapport a la derniére variable sur .

—
=
=N
)
=N
)
e
=
o
=3
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La propriété clé ici est la consistance. C’est elle qui assure que la suite de matrices
densités a n-particules (™), o décrit bien un état physique. Notons que y© est
simplement un nombre réel et que la consistance assure que Trg,[y™] =1 pour tout
n dés que y©@ =1.

Un cas particulier d’état symétrique est un état produit :

,—( Définition 3.3 (Etat produit a nombre infini de particules). 17
N J

On appelle état produit a nombre infini de particules une suite d’opérateurs a trace

Y™ e &1(H7”) avec

) =y ®n, (3.15)

pour tout z 2> 0 ou y est un état a une particule. Un état produit bosonique est
nécessairement de la forme

P =[u®") (1®| = (|u)(u])®" (3.16)

avec u € §9.

Le fait que les états produits bosoniques soient tous de la forme (3.16) provient
de 'observation que si y € &!($)) n’est pas pur (i.e. n’est pas un projecteur), y®* ne
peut pas avoir la symétrie bosonique, voir par exemple [HM 76].

Le théoreme de de Finetti fort est 'outil approprié pour décrire ces objets et
spécifier le lien entre les deux définitions précédentes. Sous la forme que nous citons,
il s’agit d’un résultat de Hudson et Moody [HM 76] :

,—( Théoréme 3.4 (De Finetti quantique fort). }

Soit £ un espace de Hilbert séparable et (y(*) _ un état bosonique & nombre
infini de particules sur ). Il existe une unique mesure de probabilité u € 2(59)
sur la sphere $9 = {u € 9,||#|| = 1} de §, invariante par I'action® de S, telle que

Y= / |12 )(u®"|d () (3.17)
59

pour tout 7 2= 0.

(@) Cest-a-dire par la multiplication par une phase constante ¢’?, 6 € R.

Autrement dit, tout état bosonique a nombre infini de particules est une
combinaison convexe d’états produits bosoniques. Pour en déduire la validité de
’approximation de Hartree au niveau du fondamental de (3.1), il suffit alors de mon-
trer que le probléme limite est posé sur I’ensemble des états a nombre infini de
particules, ce qui est relativement aisé dans un cadre compact. Nous allons prouver le
résultat suivant

Théoréme 3.5 (Dérivation de la théorie de Hartree pour des bosons confinés).

Sous les hypotheses précédentes, en particulier (3.10) ou (3.11)

€ry.
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Soit ¥y, un fondamental de H), réalisant 'infimum (3.5) et

Vz(vn) = Trn+1—>N (1% ) (P ]

sa n-iéme matrice de densité réduite. Il existe une mesure de probabilité u sur
I’ensemble des minimiseurs de & (modulo une phase), telle que, le long d’une
sous-suite et pour tout 7 € N

l1m }/N _/ du(n)|u®")(u®" (3.18)

fortement dans la norme de &'($)”). En particulier, si ¢;; a un minimiseur unique
(modulo une phase constante), alors pour toute la suite

dim ) = [ . (3.19)

Les idées de la preuve sont essentiellement contenues dans [FSV 80, PRV 89,
RW 89], appliquées a un contexte quelque peu différent. Nous suivrons les clarifica-

tions fournies par [LNR 14a, section 3].
Démonstration (du théoréme 3.5). Il nous faut prouver la borne inférieure correspon-
dant a (3.8). Comme annoncé plusieurs fois, on commence par écrire

EN) 1 1
N = N (\IIN’HN\I/N>5')N = Trf)[T}/](\[l)] + > Trﬁ%[‘w}/z(vz)]

1
= Try; (T, + T+ )] (3.20)

et il s'agit de décrire la limite des matrices de densité réduite 1\’ et y. Vu que les suites
(y](vn)) sont par définition bornées dans &', modulo un procédé d’extraction diagonale, on
peut supposer que pour tout 7 € N

W =y es' (@)
faiblement-+ dans &'($)"), c’est-a-dire que pour tout opérateur compact K, sur $” on a

Trm[y](\;l)[{n] - Trm[y(”)Kn].

Nous allons montrer que la limite est en fait forte. Pour cela, il suffit (voir [del 67,Rob 70]
ou ’Addendum H de [Sim 79]) de montrer que

Trop [y =Tros [y 1= 1 (3.21)

c’est-a-dire qu'aucune masse n’est perdue a la limite. On commence par remarquer que
1 . . .
Trﬁ[Tyﬁl)] est uniformément bornée et que donc, quitte a réextraire on a

(T+C) PP (T+C) = (T+C) Py V(T + )"

pour une certaine constante C,. Conséquemment,

1="Tro [y 1="Try, (T +C) ™ (T +C) (T + C)?]
= Trg [(T+ CoY (T + C) Py (T + G| =Trg [ "]

—
=
=N
)
=N
)
e
=
o
=3
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puisque (7 + C,)~" est par hypothése (3.12) un opérateur compact. On obtient (3.21)

de la méme maniére en notant que
1 n
1
Trﬁ[Ty](\,)] = Try, Z T/Vz(\;l)
=1

est borné uniformément en N et que -7, 7; est également a résolvante compacte, ce
qui permet un raisonnement similaire.
On a dong, pour tout 7 €N,
w =y
fortement en norme de trace et, en particulier, pour tout opérateur borné B, sur $)”

Trf)”[y](\;l)Bn] - Trf)” [y(n)Bn]

En testant cette convergence avec B, ,; =B, ® 1, on déduit

n+1)] (n)

Tr, [y =y

et donc que la suite (y*)),  décrit un état bosonique 2 nombre infini de particules au
sens de la définition 3.2. On peut lui appliquer le théoréme 3.4, ce qui donne une mesure
u € P(89). Auvu de 'hypothese (3.3), lopérateur T, + T, + w est borné inférieurement
sur §%, disons par 2C;. Comme Trg, @ =1 on peut écrire

b=}
3
=
15

)
=)

)
=)
=
[

| !
lgnmeTrﬁz [(T1 + T2+w)},1(vz>} :lkrznmeTr'ﬁz [(T1 +7, +w—2CT)}/](\[2)] +Cy
1
> Tr (T4 T+ w—2C7) ]+ C;
1
= Trge (T + T, + ) )]

en utilisant le lemme de Fatou pour les opérateurs positifs. On a donc, par linéarité de
Iénergie en fonction de y? et (3.17)

E(N)

liminf
N—oo

1
®2\/, 82 —
> [ T [T+ Tt @)l dto) = [ 800 o) >
neSH ueS$H
ce qui est la borne inférieure souhaitée. Les autres résultats du théoréme suivent comme
d’habitude en notant qu’il doit y avoir égalité dans toutes les inégalités précédentes et
donc que u ne charge que des minimiseurs de I’énergie de Hartree O

On voit bien dans la preuve précédente que c’est la structure des états bosoniques
a nombre infini de particules qui joue le role clé. Le Hamiltonien lui-méme pourrait
étre choisi de maniere tres abstraite du moment qu’il comporte un mécanisme de
confinement permettant d’obtenir des limite fortes. Divers exemples sont mentionnés
dans [LNR 14a, section 3].

Systémes sans états liés et théoreme de de Fi-
netti faible

A la section précédente nous avons utilisé fortement le fait que le systeme était
confiné au sens de (3.10)-(3.11). Ces hypotheses sont suffisantes pour comprendre de
nombreux cas physiques, mais il est tres désirable de pouvoir s’en passer. On est alors
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amené a étudier le cas ou la convergence des matrices densité n’est pas mieux que
faible-x, et & décrire le plus exhaustivement possible les différents scénarii possibles,
dans esprit du principe de concentration-compacité. Une premiere étape, avant de
se poser la question de la fagon dont la compacité peut étre perdue consiste a décrire
les limites faibles elles-mémes. Il se trouve que ’on conserve une description trés
satisfaisante a la limite. En fait, on ne pouvait espérer mieux que le théoreme suivant,
démontré dans [LNR 14a]:

r—( Théoréme 3.6 (De Finetti quantique faible). )

Soit $) un espace de Hilbert séparable et (Iy) ey une suite d’état bosoniques avec
Iy € G'(HN). On suppose que pour tout 7 € N

Iy —, y (.22)

dans G!($7). Il existe alors une unique mesure de probabilité u € 2 (B$)) sur la
boule unité B = {# € 9, ||x|| < 1} de $, invariante par ’action de S, telle que

y™ = / ") (u®"|d () (3.23)
B%

pour tout 7 2> 0.

Remarque 3.7 (Sur le théoréme de de Finetti quantique faible).

1. Dhypothése (3.22) n’en est pas vraiment une en pratique. A une extraction
diagonale prét, on pourra toujours supposer que la convergence a lieu le long
d’une sous-suite. Ce théoreme décrit donc bien toutes les limites possibles pour
une suite d’états bosoniques a N corps quand N — oo.

2. Le fait que la mesure vive sur la boule unité dans (3.23) n’est pas une surprise
puisque qu’il y a potentiellement une perte de masse dans les cas traités par le
théoréme. En particulier, il est fort possible que y®) =0 pour tout 7 auquel
cas u = &, la masse de Dirac a l'origine.

3. Le mot faible renvoie a « convergence faible » et n’indique pas une moindre
portée du théoréme. Le résultat est en fait plus général que le théoréme de de
Finetti fort. Il suffit pour s’en rendre compte de traiter le cas sans perte de
masse ott Tr,[y"]= 1. La mesure u doit alors bien sfir é&tre supportée sur
la sphere et la convergence avoir lieu en norme. Il est d’ailleurs sutfisant de
supposer que Trg,[y™]=1 pour un certain 7 € N, et la convergence est forte
pour tout 7 puisque la mesure u ne dépend pas de 7.

4. Ammari et Nier démontrent des résultats un peu plus généraux, voir [Amm 13,
AN 08, AN 09, AN 11]. En particulier il n’est pas nécessaire de partir d’un
état  nombre de particules fixé. On pourrait considérer un état sur I’espace de
Fock du moment que des bornes convenables sur son nombre de particules
(vu comme une variable aléatoire dans ce contexte) sont disponibles.

5. Lunicité de la mesure se prouve par un argument simple, voir [LNR 14a,
section 2]. Ici nous serons principalement intéressés par |’existence, qui nous
suffit pour des problemes statiques. Pour des problémes dépendant du temps,
’unicité est en revanche cruciale [AN 08, AN 09, AN 11, CHPS 14b].
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Revenant a la dérivation de la théorie de Hartree, rappelons que la borne supé-
rieure (3.8) est toujours vraie. Nous ne sommes donc a la recherche que de bornes
inférieures. Un cas ou il est suffisant de décrire la limite faible-x des matrices densités
est, bien sir, celui d’une énergie faiblement semi-continue inférieurement. Cette
remarque serait d’un intérét marginal si ce cas ne recouvrait pas une classe de systemes
importants, les systémes sans états liés.

Nous allons maintenant démontrer la validité de ’'approximation de Hartree dans
ce cas en nous basant sur le théoréme 3.6. Nous allons travailler dans R? et supposer
pour simplifier que le potentiel V' de (3.2) ne fournit de confinement dans aucune
direction :

Ve LP(RY) 4+ L= (RY),max 1,d /2 < p < 00, V(x) — 0 quand |x| — co.  (3.24)

L’hypothese d’absence d’états liés concerne le potentiel d’interaction w. Elle est
matérialisée par I'inégalité @
w
—A+ > =20 (3.25)

au sens des opérateurs. Ceci formalise le fait que le potentiel w n’est pas assez at-
tractif pour que les particules forment des états liés (molécules, etc.). En effet, vu
Ihypothése (3.4), —A+ 5 ne peut avoir que des valeurs propres négatives, son spectre
essentiel commengant en 0. Vu (3.25), il ne peut en fait avoir de valeurs propres du
tout, et donc pas de fonctions propres qui sont par définition les états liés du potentiel.
Un exemple particulier est le cas d’un potentiel purement répulsif w > 0.

Sous I’hypothese (3.25), les particules qui s’échappent éventuellement a I’infini
ne voient plus le potentiel V' et portent forcément une énergie positive qui peut étre
négligée pour une borne inférieure sur ’énergie totale. Les particules qui restent
confinées par le potentiel V' sont décrites par les limites faibles- des matrices densité,
auxquelles on peut appliquer le théoréme de de Finetti faible. Ce raisonnement méne
au résultat suivant, pour lequel on a besoin de la notation

eyy(A):= inf 6”H[ ], 0<A<1 (3.26)
llulP=
pour I’énergie de Hartree dans le cas d’une perte de masse. Sous I’hypothese (3.25) il
n’est pas difficile de montrer que pour tout 0 < A< 1

ey(A) = ey(1) = ey (3.27)

en construisant des états tests constitués de deux morceaux de masse bien séparés.

,—( Théoreme 3.8 (Dérivation de la théorie de Hartree, cas sans états liés). }

Sous les hypotheses précédentes, en particulier (3.24) et (3.25) on a

lim @

= ey-

Soit ¥y, un fondamental de H); réalisant 'infimum (3.5) et

Vz(\;z) = Trn+1—>N[|‘I’N><‘I’N|]

sa n-ieme matrice de densité réduite.

(2) Ou une variante, si on considére une énergie cinétique différente, ¢f. remarque 3.1.

https://spartacus-idh.com



© Spartacus-Idh 2019

chap.3 sec.2 Systémes sans états liés et théoréme de de Finetti faible 51

Il existe une mesure de probabilité u sur
My ={n € B9, Eylu]= ey (IIu]l") = (D}

telle que, le long d’une sous-suite et pour tout » € N

Yo = [ du(u) |u®)(n® (3.28)

*

My

dans &'($”). En particulier, si e;; 2 un minimiseur unique #;; avec ||#y|| = 1, alors
pour toute la suite

dim ) = [ | (3.29)

fortement en norme de trace.

Remarque 3.9 (Cas avec perte de masse). On notera qu’il est tout a fait possible
que la convergence reste faible-x, ce qui recouvre une certaine réalité physique. Si
le potentiel & un corps n’est pas assez attractif pour retenir toutes les particules, on
aura typiquement un scénario ou :

ep(A) =ey(1) pour A, <A1
ep(A) < epy(1) pour 0 A< A,

avec A, une masse critique qui peut étre liée par le potentiel V. Dans ce cas, ep;(A) ne
sera pas atteint pour A, < A< 1 et on aura un minimiseur pour I’énergie de Hartree
uniquement pour une masse 0 < A < A_. Si par exemple le minimiseur #;; a masse A,
est unique modulo une phase constante, le théoréme 3.8 montre que

N PL TP

et on remarquera que la limite a une masse A” < 1. Ce scénario se produit effective-
ment dans le cas d’un « atome bosonique », voir section 4.2 dans [LNR 14a].

Le théoréme 3.8 est prouvé dans [LNR 14a]. Pour pouvoir appliquer le théo-
reme 3.6, on commence par 'observation suivante :
Lemme 3.10 (Semi-continuité inférieure d’une énergie sans états liés).

Sous les hypotheses précédentes, soient deux suites }/](Vl), )/](5) > 0 satisfaisant
2 1 2
Trgn' =1 7' =Ty

ainsi que y]if) —, y® faiblement-+ dans &'($*) pour £ =1,2. On a

. 1 1
liminf (Trb[Ty](\,l)] + 5 Trﬁz[w;/](vz)]) = Trﬁ[Ty(l)] + > Trﬁz[wy(z)]. (3.30)

N—oo

Démonstration. On introduit deux fonctions de troncature 0 < g, 7y < 1 satisfaisant
Xi + 1% = L,supp(rx) € B(0,2R), supp(ng) € B0, R), [V x| +|V 75| < CR™
et il est aisé de montrer (il s’agit de la formule IMS) que
—A = yr(=D)xr +1(=B)g =V xx P = V&l
> xr(=D)xg +1r(=A)g —CR™ (3.31)
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en tant qu’opérateur. Pour la partie 3 un corps de I’énergie, on a donc aisément

Tro [ TyN12 Trg[ T xayy el + Tro[=Angys 1zl + 7, (N, R)

avec
7(N,R) = —CR 2+ Try [n3Vyy']

et donc
liRminfl%n infr,(N,R)=0

au vu de ’hypothese (3.24) qui implique

Teo Vi) = [ 7A@V0pe)dx =0 quand R — oo

uniformément en N. Nous avons noté p%) la densité & un corps de }/1(\]1 ), définie formelle-
ment par
PN () =1 (%)
en identifiant }/](VI ) et son noyau.
Pour traiter les interactions, nous introduisons

PR y) =7 (x,93%,9)

la densité & deux corps de ¥ (que l'on a identifié avec son noyau y](\,z)(x’ ,0'5%,7)) et
écrivons

Trselwny] / / L, ©E=0)eN (ey)ddy
‘// w(x— ) 7A(0)pR (6. A ()dxdy
+//Rded w(x —y)nx(x)e% (x,0)7k(y)dxdy
“//MdW<x—y>xé<x>p%><x,y>n§<y>dxdy
- / /Rded w(x—)xa(x)eR (x.) xa(y)dxdy

+ / /Rd i w(x —y)7a(x)eN (x,9)7a(y)dxdy
+ 7,(N,R)

= Tl’ﬁz[‘w AR ®)(RYJ(\12)}{R ® Xr] +Tr$§2[w g ® ’)RVJ(VZ)UR ® g ]
+ 7,(N,R)

liminfliminfr,(N,R)=0
R—oo0 N—oo
par un raisonnement de concentration-compacité standard (voir les détails dans la section 4

de [LNR 14a]).

On a donc a ce stade,
1
liminfTrg[Tyy']+ 5 Trﬁz[wy;@] >

hmmﬂlmmerf [T)(RVN xr]+ > Trﬁl[w XR ®XR}’N 2R ® xr]

R—o0

+hm1nfl1m1nfTrﬁ[ AWRVN 77R]+§Trf)2['w’7R®’7RVN nr®ng] (3.32)

R—oo N-ooo
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Les termes de la seconde ligne donnent le membre de droite de (3.30). En effet, on rappelle
que T =—A+ V, et en utilisant le lemme de Fatou pour —A = 0 et le fait que

M 0
XRYN XR 7> XRYN XR
en norme puisque y est a support compact, on a
lim inf Tr [ 7 yepy 0] > Trs [ 7 27" 22 )

Il suffit alors de rappeler que y, — 1 ponctuellement pour conclure.
Le terme d’interaction est traité de la méme maniére en utilisant la convergence forte

2 @
Xr® KRN Xn ® X = Xn ® XxIN X ® X
puis la convergence ponctuelle y, — 1.
Les termes de la troisiéme ligne de (3.32) forment une combinaison positive que I’on peut
négliger pour une borne inférieure. Pour le voir, on note que comme 0 < 7z < 1ona
Nr® 1L = ng ®ng et (Tr, symbolise la trace partielle par rapport & la deuxi¢me variable)

NRYN Nr = Tyl ng ® 1R7s 12 ® Nk ]

ce qui donne, par symétrie de }/;5 ),

1
Trg [=A707N 701+ 5 Troe[w 12 ® 77 1k ® 74

—
=
=N
)
=N
)
e
=
o
=3

1
> Tr [(FA)® 1+ 1@(—A)+ %) 7z @01l ne © 74

et il n’est pas difficile ® de voir que I'hypothése (3.25) implique
(—A)®1+1®(—A)+w >0
ce qui assure que la troisiéme ligne de (3.32) est positive et conclut la preuve. O

Démonstration (du théoréme 3.8). Partant d’une suite I, = ¥, )(¥,| d’états & N
corps on extrait des sous-suites comme dans la preuve du théoréme 3.5 pour avoir

0y =,y

Grace au lemme 3.10, on obtient
liminf N Try [y 13, ] = liminf (Trﬁ[rr;m + % Trﬁz[wr;ﬁ])
1
> Trﬁ[T}/“)] + 2 Trﬁz [wy(2>]
et il reste a appliquer le théoréme 3.6 4 la suite (y), . pour obtenir

liminf N~ TrﬁNHF / Eyluld u(u

N—oo

en utilisant (3.27) et le fait que f 55 @ (1) = 1. Encore une fois, les autres conclusions du
théoréme suivent aisément en inspectant les cas d’égalité dans les différentes estimations.
O
Pour la suite des opérations, notons que au cours de la preuve du lemme 3.10
/ ) ’ . R .. s \
nous avons démontré le résultat intermédiaire (3.32), sans utiliser I’hypothese que le
potentiel @ n’a pas d’états liés (qui n’est intervenu qu’a un stade ultérieur de la preuve).
Nous formulons cect sous forme d’un lemme que nous réutiliserons au chapitre 6.

(3) 1l suffit de découpler le centre de masse du mouvement relatif des deux particules, c’est a
dire faire le changement de variable (x;, x,) — (x; + x,, x; — x;).
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Lemme 3.11 (Localisation de I’énergie). Sous les hypothéses (3.4) et (3.24), soit
une suite ¥, de quasi-minimiseurs de E(N) :

(Uns HyWy) = E(N)+o(N)

& . . ) .
et 71(\1) les matrices de densité réduites associées. On a

E(N

liminf
N—oo

) )y, 1 2

= 1}\[rr_1)loréfTr5[T7/1(V)] + ET%Z["”VJ(V)] =
liRmian%VminfTrﬁ[T)(R}f](vl))(R] + % Tre[w ngy](é))(?z]
+l%m infl}\gninfTrﬁ[—Ar;Ry](\PnR] + % Treo[w 7827582 (3.33)

ot 0< yg < lest C',asupport dans B(O,R), et ng =/ 1— x3.

Relation entre les différents résultats de struc-
ture pour les états bosoniques

Nous venons d’introduire deux théoremes de structure pour les systemes boso-
niques a grand nombre de particules, qui indiquent que moralement, si Iy, est un état
a N bosons sur un espace de Hilbert séparable §), on a une mesure de probabilité
u € P ($) sur I'espace de Hilbert a un corps telle que

1"(")%/ ﬁ|u®”>(u®”|dlu(u) (3.34)
ne

quand N est grand et 7 fixe. Les chapitres 4 et 5 de ces notes seront en grande partie
consacrés a la preuve des ces théorémes « a la de Finetti ». Comme indiqué a la
remarque 3.7, le théoréme 3.6 est en fait plus général que le théoreme 3.4, et nous
prouverons donc le premier.

Pour bien voir 'apport du théoréme faible en dimension infinie, soulignons que
la propriété clé qui permet de démontrer le théoréme fort est la consistance (3.14).
Lorsque ’on part des matrices réduites 1}{7 ) d’un état A N particules Iy et que 'on
extrait des sous-suites au sens de la convergence faible-+ pour définir la hiérarchie

<y(n))neN’

on a seulement
Tr,p [y"0] < lim Tr,, [y ] = lim =y,

N—oo

L =y,

car la trace nest pas continue ™ pour la topologie faible-+, seulement semi-continue
inférieurement. Il est évident que la relation de « sous-consistance »

Tr

wir [ <) (3.35)

est insuffisante pour avoir un théoréme  la de Finetti.

(4) Cecli est une caractérisation des espaces de dimension infinie
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Un contre-exemple simple est donné par la suite des matrices densité d’un état a
un corps v € 89 :

y©O =1, yV =v)(v], y™ =0 pour n >2

Le parti-pris que nous suivrons dans ces notes sera de fournir une preuve la
. . S L ,

plus constructive possible du théoreme de de Finetti faible. Avant d’en annoncer
le plan, disons quelques mots de I’approche beaucoup plus abstraite des références
historiques [Ste 69, HM 76]. Ces travaux contiennent en fait une forme du théoréme
encore plus générale que la version faible du théoreme 3.6. Ce résultat s’applique a
des états « abstraits », c’est-a-dire non nécessairement normaux et non nécessairement
bosoniques, qui peuvent étre définis comme suit :

I - N
/—L Définition 3.12 (Etat abstrait a nombre infini de particules). Ji
Soit $) un espace de Hilbert séparable et pour #n € N, $” = Q" $) 'espace a n
corps correspondant. On appelle état abstrait a nombre infini de particules une suite
(™), o avec

neN

e " un état abstrait 4 7 particules : 0™ € (B(H"))*, le dual des opérateurs
bornés sur 7, ™ >0 et

w®(lg,)=1. (3.36)
e " est symétrique au sens ot
& (B,®...9B,)= " (B,1)®...85,,) (3.37)

pour tous By, ..., B, € B($)) et toute permutation o €X,.

e lasuite (w™), . est consistante :
0" (B,®...8B,91;)=w(B,®...®B,) (3.38)

pour tous B,,...,B, € B(H).

Ces états abstraits ne sont en général pas localement normaux, c’est-a-dire ne
rentrent pas dans le cadre de la définition suivante :

e -
r—L Définition 3.13 (Etat normal, état localement normal). |

Soit $3 un espace de Hilbert séparable et (™), . un état abstrait 3 nombre infini

de particules. On dit que (™), _y est localement normal si ™) est normal pour

tout 7 € N, C’est-a-dire qu’il existe y) € G!(£)”) un opérateur a trace tel que
w™(B,)= Tr, [v™B,] (3.39)

pour tout B, € B($").

En identifiant les opérateurs a trace et les états normaux correspondants, on voit
bien que la définition 3.2 est un cas particulier d’¢état abstrait a nombre infini de
particules. On notera que (par le théoréme spectral) ’ensemble des combinaisons
convexes d’états purs (les projecteurs) coincide avec les états a trace. Un état abstrait
n’est donc pas une combinaison convexe d’états purs, donc pas un état mixte (i.e. un

mélange statistique d’états purs). Son interprétation physique n’est donc pas évidente.

—
=
=N
)
=N
)
e
=
o
=3




b=}
3
=
15
)
=)

)
=)
=
[

56 Théoréme de de Finetti quantique et théorie de Hartree chap.3 sec.3

La notion de consistance (3.38) est la généralisation naturelle de (3.14) mais il est
important de noter que la symétrie (3.37) est de nature plus faible que la symétrie
bosonique. Il s’agit en fait de la notion de symétrie correspondant a des particules
indiscernables classiquement (le module de la fonction d’onde est symétrique mais
pas la fonction d’onde elle-méme). On peut par exemple noter que si ™ est normal
au sens de (3.39), alors y*) € &'($") satisfait

U ;/(")U* — },(ﬂ)
ou U, est I'opérateur unitaire permutant les 7 particules suivant o € 3, . La symétrie
bosonique correspond a la contrainte plus forte
U, ) = s = ),

¢f- section 2. On a également une notion d’états produits plus générale que la défini-
tion 3.3.

/—L Définition 3.14 (Etat produit abstrait a nombre infini de particules). Jﬁ

On appelle état produit abstrait un état abstrait 2 nombre infini de particules avec
™ = go®" (3.40)

pour tout 7 € N, ot w € (B($))* est un état abstrait a une particule (en particulier
wzZ0etw(lg)=1).

Le théoreme de de Finetti quantique sous sa forme la plus générale énonce que
tout état abstrait 2 nombre infini de particules est une combinaison convexe
d’états produits abstraits :

,—( Théoréme 3.15 (De Finetti quantique abstrait). }

Soit £ un espace de Hilbert séparable et (™), un état bosonique abstrait
a nombre infini de particules sur $). Il existe une unique mesure de probabilité

uE€ P ((B(H))*) sur le dual des opérateurs bornés de ) telle que
(e € (BE), 030, w(ly)=1))=1 641

et
w™ :/w®" d u(w) (3.42)

pour tout 7 = 0.

Remarque 3.16 (Sur le théoréeme de de Finetti quantique abstrait).

1. Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par Stermer dans [Ste 69].
Hudson et Moody [HM 76] ont ensuite fourni une preuve plus simple en
adaptant I’argument donné par Hewitt-Savage pour la preuve du théoréme
de de Finetti classique 2.1 : ils montrent que les états produits sont les points
extrémaux de I’ensemble convexe des états abstraits a nombre infini de parti-
cules et obtiennent Iexistence de la mesure par le théoréme de Choquet. Cette
preuve nécessite la notion d’états abstraits et ne fournit pas directement de
preuve du théoréme 3.4.
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2. Hudson et Moody [HM 76] déduisent le théoreme de de Finetti fort du théo-
reme de de Finetti abstrait. Une adaptation de leur méthode (voir [LNR 14a,
appendice AJ) montre que le théoreme de de Finetti faible est aussi une consé-
quence du théoréme abstrait.

3. Ce résultat a été utilisé pour dériver des théories de type Hartree pour des
états abstraits sans symétrie bosonique dans [FSV 80, RW 89, PRV 89]. Pour
retrouver une théorie de Hartree au sens usuel du terme, il faut pouvoir montrer
que I’état limite est (localement) normal. En dimension finie, $B($)) coincide
bien stir avec les opérateurs compacts, ce qui implique que tout état abstrait est
normal, et 'on n’a pas cette difficulté.

A ce stade, nous avons donc le schéma (« deF » pour de Finetti)

|deF abstrait = deF faible = deF fort |, (3.43)

mais la preuve du théoréme de de Finetti faible que nous allons présenter suivra une
autre route, utilisée dans [LNR 14a, LNR 14d]. Elle part du théoréme en dimension
finie ® :

| deF en dimension finie = deF faible = deF fort | (3.44)

Il se trouve que cette approche fournit une preuve plutdt plus longue que le
schéma (3.43) partant de la preuve de Hudson-Moody du théoréme 3.15. Ce détour
se motive par cinq raisons principales, d’ordre esthétique autant que pratique :

—
=
=N
)
=N
)
e
=
o
=3

1. La preuve suivant (3.44) est plus simple d’un point de vue conceptuel : elle ne
nécessite ni la notion d’état abstrait ni le recours au théoréme de Choquet.

2. Grace a des progres principalement dis a la communauté d’information quan-
tique (voir [CKMR 07, Chi 11, Har 13,KR 05,FV 06, LNR 14d]) on dispose
maintenant d’une preuve enticrement constructive du théoréme de de Finetti
en dimension finie. Il s’agit d’abord de prouver des estimations explicites grace
a une construction a N fini, dans ’esprit de Diaconis-Freedman pour le cas
classique, puis de passer a la limite comme dans la preuve du théoréme de
Hewitt-Savage que nous avons présentée a la section 2.

3. La premiere implication du schéma (3.44) est également essentiellement
constructive, grace aux outils de localisation dans I’espace de Fock utilisés
par exemple dans [Amm 04,DG 99,Lew 11]. Ces outils sont hérités des mé-
thodes dites « g¢ométriques » [Ens 77, Ens 78, Sig 82,Sim 77] qui adaptent au
probléme a N corps des idées de localisation naturelles pour le probleme a
un corps. Ils permettent entre autres une description fine du défaut de com-
pacité par perte de masse a I'infini, dans Pesprit du principe de concentration-
compacité [Lio 84a,Lio 84b].

4. En particulier, la preuve de la premiere implication dans (3.44) fournit quelques
corollaires importants qui permettent de prouver la validité de la théorie de
Hartree dans le cas général. Quand les hypotheéses faites a la section 2 ne sont pas
valables, le théoréme de de Finetti faible et sa preuve fournie par le schéma (3.43)
ne sont pas suffisants pour conclure : les particules s’échappant a I'infini peuvent
former des états liés d’énergie négative. Les méthodes de localisation que nous
présenterons permettent d’analyser ce phénomene.

(5) Pour lequel il n’y a évidemment pas lieu de distinguer entre théoréme faible et théoreme
fort.
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5. Au chapitre 7, nous traiterons un cas ou le potentiel d’interaction dépend de N
pour dériver une description de type Schrodinger non-linéaire a la limite. Ceci
revient a prendre une limite ou w converge vers une masse de Dirac en méme
temps que la limite N — oo. Dans ce cas, les arguments de compacité ne sont
pas suffisants et les estimations explicites que nous présenterons pour prouver
le théoréme de de Finetti en dimension finie s’avéreront bien utiles.

Un point de vue alternatif sur le schéma (3.44) est fourni par I’approche de
Ammari-Nier [Amm 13, AN 08, AN 09, AN 11], basée sur des méthodes d’analyse
semi-classique. Nous aurons 'occasion de préciser la relation entre les deux approches
dans la suite de ces notes.

Comme noté plus haut, la seconde implication dans (3.44) est relativement évi-
dente. Les chapitres suivants explorent le début du schéma et contiennent la preuve du
théoréme de de Finetti faible ainsi que plusieurs corollaires et résultats intermédiaires
utiles. Le théoréme de de Finetti en dimension finie (ou il n’y a pas lieu de distin-
guer entre faible et fort) est discuté dans le chapitre 4. Les méthodes de localisation
permettant de montrer la premiére implication dans (3.44) sont I’objet du chapitre 5.
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CHAPITRE 4

THEOREME DE DE FINETTI
QUANTIQUE EN DIMENSION FINIE

Ce chapitre est consacré au point de départ du schéma de preuve (3.44), a savoir
une preuve du théoreme de de Finetti fort dans le cas d’un espace de Hilbert séparable
$) de dimension finie,

dim$H =d.
Dans ce cas, il n’y a pas lieu de distinguer entre théoréme fort et faible puisque les
convergences forte et faible-+ sont équivalentes dans G!(53”). L’avantage de travailler
en dimension finie est la possibilité d’obtenir des estimations explicites dans I’esprit du

théoréme de Diaconis-Freedman (mais avec une méthode complétement différente).

Nous allons en fait prouver le résultat suivant, qui donne des bornes en norme de
trace, la norme naturelle sur I’espace des états quantiques.

,—( Théoréme 4.1 (De Finetti quantique quantitatif). J

Soit Ty, € &(HN) un état sur HY et }/](V" ) ses matrices de densité réduites. Il existe
une mesure de probabilité u, € 2 (59) telle que, notant

~

fo= [ )N dpuy(o) (.1
uesH

I’état associé et }7](\? ) ses matrices de densité réduites, on ait

(n) _ ?(n)

., B 2n(d +2n)
N TN ST

T n
l”y) N

(4.2)

pourtout z=1...N.

Remarque 4.2 (Sur le théoréme de de Finetti en dimension finie).

ner [CKMR 07], avec des précurseurs dans [KR 05] et surtout [FV 06]. On

munauté d’information quantique s’est intéressée a diverses variantes, voir par
exemple [CKMR 07, CT 09, CR 09,Ren 07,BaH 13].

1. Ce résultat est essentiellement di & Christandl, K6nig, Mitchison et Ren-

pourra trouver des développements dans [Chi 11,Har 13,LNR 14d]. La com-

aluly uoisuawiqg
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2. On peut ajouter une implication au schéma (3.44) :

deF quantitatif = deF en dimension finie = deF faible = deF fort. | (4.3)

En effet, en dimension finie, on peut identifier la sphere $) avec une sphere
Euclidienne usuelle, compacte (de dimension 2d — 1, .e. la sphere unité de
R??). Lespace des mesures de probabilité sur S§) est alors compact pour la
topologie faible usuelle et on peut extraire de ¢ une sous-suite convergente
pour démontrer le théoréme 3.4 dans le cas dim §) < oo exactement de la méme
fagon que nous avons déduit le théoréme 2.1 du théoréme 2.2 4 la section 2.

3. Laborne (4.2) n’est pas optimale. On peut, en fait, obtenir I’estimation

(n) _ ~(n)

YN TN <@

N bl
avec la méme construction, voir [Chi 11, CKMR 07,LNR 14d]. La preuve que
nous présenterons ne donne que (4.2) mais me parait plus instructive. Pour les
applications qui nous intéressent dans ces notes, 7 sera toujours fixe (égal a 2

la plupart du temps), et dans ce cas (4.2) et (4.4) donnent les mémes ordres de
grandeur en fonction de N et d.

Trg. (4.4)

4. Laborne (4.4), dans le cas quantique, est I’équivalent de ’estimation en dn /N
mentionnée a la remarque 2.4. On peut se demander si cet ordre de grandeur
est optimal. Il I’est clairement avec la construction que nous allons utiliser,
mais il serait trés intéressant de savoir si on peut faire mieux avec une autre
construction. En particulier, peut-on prouver une borne indépendante de d,
rappelant la borne (2.14) du théoreme de Diaconis-Freedman?

La construction de Ty, vient de [CKMR 07]. Elle est particuliérement simple
mais utilise a fond le fait que I’espace ) est de dimension finie. Lapproche que nous
suivrons pour la preuve du théoréme 4.1 est due originellement a Chiribella [Chi 11].
Nous allons prouver une formule explicite donnant les matrices densité de Ty, en
fonction de celles de I, dans Iesprit de la remarque 2.3. Cette formule implique (4.2)
de la méme maniére que (2.19) implique (2.14).

Dans la section 1, nous présentons la construction, énongons la formule explicite
de Chiribella et démontrons le théoreme 4.1 comme corollaire. Avant de donner la
preuve du résultat de Chiribella, il est utile de fournir une motivation informelle
et quelques heuristiques sur la construction de Christandl-Kénig-Mitchison-Renner
(CKMR), qui se trouve étre connectée a des idées bien connues d’analyse semi-classique.
Ceci est I'objet de la section 2. Finalement nous prouverons la formule de Chiribella
a la section 3, en suivant I’approche de [LNR 14d]. Elle a été trouvée indépendament
par Lieb et Solovej [LS] (avec une motivation différente), et nous a été inspirée par les
travaux de Ammari et Nier [AN 08, AN 09, AN 11]. D’autres preuves sont possibles,
¢/ [Chi 11] et [Har 13].

B} La construction de CKMR et la formule de
Chiribella

Notons tout d’abord que la construction de Diaconis-Freedman présentée précéde-
ment est purement classique, puisqu’elle est basée sur la notion de mesure empirique,
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qui n’a pas d’équivalent en mécanique quantique. Une autre approche est donc claire-
ment nécessaire pour la preuve du théoreme 4.1.

En dimension finie, on peut identifier la sphére unité S = {# € 9,||«|| =1}
avec une sphere euclidienne. On peut donc la munir de la mesure uniforme (mesure
de Haar du groupe des rotations, simplement la mesure de Lebesgue sur la sphére
euclidienne), que nous noterons d #. On a alors, par le lemme de Schur, une résolution
de I'identité de la forme

dimﬁﬁv/sﬁ|u®N)(u®N|du:1y)N, (4.5)

ce qui est une simple conséquence de 'invariance par rotation de d .
L’idée de Christandl-Konig-Mitchison-Renner est alors de simplement poser

dun(n):= dimﬁflTrf)?, [FN|I4®N><M®N|] du

:dimY)iVTrﬁN <u®N,TNu®N>dM (4.6)
C’est A dire de définir
Iy = dimf)?j/ | ®N) (u®N] <%®N,FNM®N>dM. (4.7)
$9

Lobservation de Chiribella ® est la suivante :

)
r—( Théoréme 4.3 (Formule de Chiribella). ) 5
Avec les définitions précédentes, on a g
2.
o (N+n+d—1\""& (NN ¢ 3
= ( > g )N 8 L (4.8) >
" (=0 o
avec la convention
(€)®]l _;Z( Z) ®(]1 )
YN O Lt = 01(n—0)! YN)o(1),....0(0) 7)o (0+1),...,0(n)

" oes,

ou (}/Jl\]i)«r(l),-.-,o(f) agit sur les variables o'(1),...,0({).

Nous pouvons déduire du résultat précédent une preuve simple du théoréme de
de Finetti quantitatif :
Démonstration (du théoréme 4.1). On procéde comme en (2.20). Seul le premier
terme de la somme (4.8) compte :

=1 =(Cd,n, N) =)y + B=—A+B )
(N+d—1) N!

(N+n+d—1)! (N—n)
et A, B sont des opérateurs positifs. On a

C(d,n,N)= <1,

Teg [+ B1=Te[7) 1] =0,

(1) Formulée dans le vocabulaire de 'information quantique comme une relation entre le
«clonage optimal » et les « canaux de mesure/préparation optimaux ».
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et donc, par I'inégalité triangulaire,

Tr|70) — | S TrA+ TrB=2TrA =2(1—C(d,n,N)).

Ensuite, 'inégalité élémentaire

Cld,mN)= 1:[1 ( 2n+d—2 )k> 2n+d—2
312, - —__nN
]:0N+]+d N+d+n—1 N+d+n—1
donne
() () Zﬂ(d + 271)
Tr‘VN ST N (4.10)
ce qui est le résultat souhaité. O

Tout repose désormais sur la preuve du théoréme 4.3, qui est 'objet de la section 3.
Avant de la présenter, nous donnons quelques indications heuristiques quant a la
pertinence de la construction (4.7).

Heuristiques et motivations

La formule de Schur (4.5) exprime le fait que la famille (#®Y), _ o forme une

base sur-compleéte de $V. Une telle base indexée par un paramétre continu rappelle
une décomposition en états cohérents [KS 85, ZFG 90]. Cette base est en fait « de
moins en moins sur-compléte » lorsque N devient grand. En effet, on a clairement

(u®N,0®N) o = (,v) — 0 quand N — oo (4.11)

des que # et v ne sont pas exactement colinéaires. La base (#®Y), . devient donc
«quasiment orthonormale » quand N tend vers I'infini, et il est alors trés naturel de

s’attendre a ce que tout opérateur ait une représentation approchée de la forme (4.1).

Dans le vocabulaire de I’analyse semi-classique [Lie 73, Sim 80, Ber 72], chercher

a écrire
Iy :/ d#N(”)|”®N><”®N|
neSH

revient a chercher un symbole supérieur i, représentant I'y,. En fait, il se trouve
[Sim 80] que ’on peut toujours trouver un tel symbole, seulement y,, n’est en général
pas une mesure positive. Le probleme que nous nous posons est donc de trouver une
maniere d’approcher le symbole supérieur (dont on a par ailleurs pas d’expression
explicite en fonction de I’état lui-méme) par une mesure positive.

D’un autre coté, la mesure introduite en (4.6) est tres exactement ce que ’on
appelle le symbole inférieur de ’état T, Une des raisons pour lesquelles les symboles
inférieurs et supérieurs ont étés introduits, est que ces deux objets, a priori différents,
ont tendance a coincider dans les limites semi-classiques. Hors, la limite N — oo peut
étre vue comme une limite semi-classique, et il est donc tres naturel de prendre le

symbole inférieur comme une approximation du symbole supérieur dans cette limite.

On peut motiver ce choix de maniere un peu plus précise. Supposons que nous
ayons une suite d’états & N particules définis a partir d’un méme symbole supérieur
indépendant de N,

Lo=dim(@) [ a0 N d,
uesH
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et calculons les symboles inférieurs correspondants :

8(0) = (0N, Iy ™) = dim(s)) [

neSH

=dim()) [P0 (o, o)

uesH

00,

sup ] est clair

Vu I'observation (4.11) et la nécessaire invariance par 'action de §' de u
que l'ona

p}\‘}f(fv) — () quand N — oo.
Autrement dit, le symbole inférieur est, pour N grand, une approximation du sym-
bole supérieur, qui a en outre I’avantage d’étre positif. Sans constituer une preuve
rigoureuse du théoreme 4.1, ce point de vue indique que la construction de CKMR
est extrémement naturelle.

La formule de Chiribella et la quantification
d’anti-Wick

La preuve que nous allons donner du théoréme 4.3 utilise le formalisme de la
seconde quantification. Commengons par un lemme bien utile, qui exprime dans
le vocabulaire esquissé a la section précédente qu’un état est entiérement caractérisé
par son symbole inférieur, un fait bien connu [Sim 80,KS 85].

Lemme 4.4 (Le symbole inférieur détermine P’état). Si un opérateur )/(k) sur
ﬁk satisfait

(u®*,y B 4®Y =0 pour tout # € §, (4.12)
alors y® =0

Démonstration. On utilise le produit tensoriel symétrique

U ®, Wy(xys. 05 %) =

\/W ; ’xo(é))\Ij/e—Z(xo(€+1)’""xtr(k))

pour deux vecteurs ¥, € 5’ et U, , € H*~, et on suppose que (4.12) a lieu pour tout
u€ESs.

On prend deux vecteurs #,v de norme 1, on remplace # par # + tv dans (4.12) et on
prend la dérivée par rapport a ¢ (qui doit s’annuler). On obtient

Re <u®k71 ®, v, y(k)n®k> =0.
Ensuite, on remplace # par # + itv et on prend la dérivée par rapport a ¢ ; il vient
TJm <M®k71 ®, v’}/(k)”®k> —o.

Ainsi, pour tous # et v
(u®1 @, v,y Put) =o. (4.13)

En procédant aux mémes manipulations mais en prenant cette fois des dérivées secondes
par rapport a t on a aussi

<M®k—1 ®, ,U’}/Ue)u@k—l ®, 7)>_|_2< ®k—. 2® 2® }/(/e) ®/e> 0.

o
=
o
=
2,
(=]
=
=
=
(¢
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D’un autre c6té, en remplagant # par #+tv et u+ito dans (4.13) et en prenant la dérivée
premiére on a

(u®1 @, 0,y Pu @, v) + (42, v®, yPut) =,
En combinant les deux dernieres équations, on déduit
<M®/e—l ®, v,y(k)pt@k_l ®, 7}> -0

pour tous vecteurs # et v de norme 1. En prenant maintenant v de la forme v = v, £7,
puis v =, £i7, et en itérant ’argument on conclut
(0,©,2,®,...8, v, y¥7,8,7,8,...0,7,) =0
19,0 & O, Vg y 0 & Uy -0 . O Ty ) =
pour tous v;,7; € ). Les vecteurs de forme v, ®; v, ®, ... ®, v, constituent une base de
$H*, et la preuve est donc compléte. O

On peut utiliser le lemme précédent pour donner une preuve simple de la formule
de Schur (4.5) :

Démonstration (Preuve de (4.5)). Vu le lemme 4.4, il suffit de montrer que
dim.ﬁﬁv |(u,71)|2N du=1
9

pour tout v € §5). Prenons v et ¥ dans §§) et U un opérateur unitaire tel que Uv = 9.
Alors, par invariance de d # sous ’action des rotations,

dimfﬂ/ |(u,v)|2Ndu:dime§V/ |(Un,Uv)|2Ndu:dimi)§V/ (1,8 d
$9H $9 9

et donc la quantité

dim 9N [ [(u,0)N du
$9H
ne dépend pas de v. Par le lemme 4.4 on déduit que

dim HY /sy |u®NY (N |du = cl gn
2l

2
=
&
=
2
(7]
=
]
E
a

pour une certaine constante c¢. En prenant la trace des deux cdtés de I’équation on voit
que ¢ =1, ce qui conclut la preuve. O

Nous allons utiliser les opérateurs de création et d’annihilation bosoniques
standards. Pour tout f, € $), on définit 'opérateur de création a*(f}): Y)f‘l — Y)f par

a(f) Zfa(l)®”'®fa(/e—1) Z(k)_l/ZZﬂu)@”'@fo(k)-

0ES, =

Lopérateur d’annihilation a(f) : $5*! — $* est 'adjoint formel de 2*(f) (d’ot la
notation), défini par

a(f) Z Joy® @ fo(es) =(k+1)"? Z <f,fa(1)>fa(2)®'“®fa(k)

0S4 0S8kt

pour tous f, f},..., f, dans §). Ces opérateurs satisfont les relations canonigues de
commutation (CCR en abrégeant le terme anglais)

[a(f),a(8)]=0, [a'(f),a’(g)]=0, [a(f)a"(g)]=(/>8)s (4.14)
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Un des intéréts de ces objets est que les matrices de densité réduites y” d’un état
bosonique T, sont définies via @

(N—n)

() ®n
(0? )= N!

e Trg [@"(0)"a(0) Ty ] .19
ce qui caractérise complétement y](\;z ) vu le lemme 4.4. La définition ci-dessus s’ap-
pelle une quantification de Wick, les opérateurs de création et d’annihilation y
apparaissent dans I’ordre normal, c’est-a-dire tous les créateurs a gauche et tous les
annihilateurs a droite.

L’observation clé de la preuve du théoréme 4.3 est alors le fait que les matrices de
densiteé de état (4.7) sont alternativement définies a partir de I’ par une quantification
d’anti-Wick, ou les opérateurs de création et d’annihilation apparaissent dans 'ordre
anti-normal, c’est-a-dire tous les annihiliateurs a gauche et tous les créateurs a droite.

Lemme 4.5 (La construction de CKMR et la quantification d’anti-Wick).
Soit I défini par (4.7) et ;/(n)

ses matrices de densité réduites. On a

N+d—1)
2@, My ®n) — <—Tr a(v)'a’ (v)"T; 4.16
o700 = e Ty e R (6
pour tout v € §).
Démonstration. Il suffit de considérer le cas d’un état pur Iy, = | ¥, ) (T, | et d’écrire =
(v®k,f/ﬁ)v®k):dim5’)?{/ d%|<”®N’\IJN>|2|(”®k’v®k>|2 E
59 72,
:dimS’Jf[ du|(n®NP ¥k W, )2 S
59 'é"
d S;JN du N+/e) YL o
N! dlmﬁN b A
\Z N\
(N+/€)' dlmﬁN+k< ( ) N’d<,v) N)
(N+d—1)

= ko hre®) e @) )

en utilisant le lemme de Schur (4.5) dans 5V 4 la troisieme ligne, le fait que a*(v) est
I’adjoint de a(v) a la quatriéme et en rappelant que

dim$Y = (N“Ld_l). 4.17)
d—1 o

La marche a suivre est maintenant claire : il suffit de comparer des polyn6mes en
a*(v) et a(v) écrits dans les ordres normal et anti-normal. Cette opération standard
mene au lemme final de la preuve :

Lemme 4.6 (Ordre normal et anti-normal). Soit v € §§.On a

a(v)'a*(v)" = Zn: (Z) Z: *(v)*a(v)* pour tout z €N. (4.18)
k=0

(2) On rappelle que notre convention est Tr[yl(\]" >] =1.
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Démonstration. Pour faciliter le calcul il est utile de rappeler I’expression du 7-ieme

polynéme de Laguerre
L (x):i ) D x*
" = \k) k! '

Ces polyndmes satisfont la relation de récurrence
(n+ DL, (x)=@2n+ 1L, (x)—xL,(x)—=nL, ,(x)
et on peut voir que (4.18) se réécrit
a(v)'a*(v)' = Z Cok a*(v)fa(v)f (4.19)
k=0

ou les ¢, ;, sont les coefficients du polynéme

~

L (x):=n!L, (—x).
1l suffit donc de montrer que
a(@)" M a (o)t = a*(v)a(v)a* (v) a(v) + (27 + Da(v)a (v)" —n*a(v) e (v)

par une application répétée de la CCR (4.14). O

La formule (4.8) se déduit en combinant les lemmes 4.4, 4.5 et 4.6 avec (4.15) en
notant simplement que pour j < 7

Tr [4*(7))"4(71)"1“]\,} = m(v‘g/‘,rfvj)v@)
_] !
=— (¥ ) @ 1"/ v®")
(N=7)!
! : :
]
_] !

Les deux premiéres égalités sont simplement les définitions et la troisieme utilise la
symétrie bosonique de v®”
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CHAPITRE 5

L OCALISATION DANS L ’ESPACE DE
FocK ET APPLICATIONS

Nous nous tournons maintenant vers la premiére implication du schéma (3.44).
Il va nous falloir convertir la convergence faible-+ des matrices densité en convergence
forte pour pouvoir appliquer le théoréme 3.4. L'idée est de localiser Iétat I, de départ
en utilisant soit des fonctions a support compact soit des projecteurs de rang fini.
On peut alors travailler dans un cadre compact avec convergence &'-forte, appliquer
le théoreme 3.4 et passer a la limite dans la localisation en derniére étape. Plus pré-
cisément, nous utiliserons une localisation en dimension finie, pour bien montrer
que le théoréme général peut se déduire de la preuve constructive en dimension finie
présentée au chapitre précédent.

Ladifficulté, ici, est que la notion de localisation appropriée pour un état 3 N corps
(par exemple une fonction d’onde ¥y, € L2(R*N)) est plus complexe que celle dont on
a ’habitude pour des fonctions d’onde simples ¢ € L2(R?). Il faut, en fait, travailler
sur les matrices de densité directement, et localiser toutes les matrices réduites de telle
facon que les matrices localisées correspondent a un état quantique. La procédure de
localisation peut faire perdre des particules et donc I’état localisé ne sera en général
pas un état a N corps mais une superposition d’états a k corps, 0 < k < N, c’est a dire
un état sur I’espace de Fock.

La procédure de localisation que nous utiliserons est décrite section 2. Auparavant
nous donnerons quelques considérations heuristiques a la section 1 pour préciser
ce que nous disions plus haut, a savoir que la notion de localisation correcte dans
L2(R4N) differe de la localisation habituelle dans L?(R?). La section 3 contient la
preuve du théoréme de de Finetti faible et d’un résultat auxiliaire bien utile qui est
une conséquence de la preuve par localisation.

i) Convergence faible et localisation pour un
état a deux corps

Les considérations ci-dessous sont tirées de [Lew 11]. Prenons une suite d’états
bosoniques a deux corps particulierement simple

V,:=¢,8,4,=5(¢,0¢,+¢,0¢,) € LI(RY) (5.1)
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avec ¢ et ¢, normalisées dans L?(R¥). Ceci correspond 4 avoir une particule dans
Iétat ¢, et une particule dans Iétat ¢ . On supposera

<¢n’ ¢n>L2(Rd) =0,

ce qui assure ||¥ || = 1. On pourra toujours supposer que
U, — W dans L2(R*)

et la convergence est forte si et seulement si ||¥|| = ||¥, || = 1. Dans le cas ou de la
masse se perd a la limite, e ||¥|| < 1, la convergence reste faible.

Nous travaillerons toujours dans un cadre localement compact et donc la seule
source possible de perte de compacité est une fuite de masse a 'infini [ Lio 84a, Lio 84b,
Lio 85a,Lio 85b]. Une possibilité est que les deux particules ¢, et ¢, disparaissent a
I’infini

¢, —0, ¢ —0dans L(R*) quand 7 — oo,
auquel cas ¥, — 0 dans L2(R??). C’est dans L2(R??) la possibilité la plus proche de la
perte de masse simple dans L*(R%), mais il existe d’autres possibilités dans L?(R?).

Un cas typique est celui ou seule une des deux particules part a I'infini, ce que

'on peut matérialiser par

¢, — 0 faiblement dans L2(R?), ¢, — ¢ fortement dans L2(R*),

Pour la fuite de masse de ¢, on peut typiquement penser a I’exemple

b, =¢(+x,) (5.2)

avec |x,,| — oo quand 7 — oo et ¢ disons régulier a support compact. On a dans ce
cas
W — 0 dans L}(R*)

mais pour des raisons physiques évidentes, on préférerait avoir une notion de conver-
gence faible assurant

v, =, 3¢. (5.3)
En effet, puisque seule la particule dans I’état ¢, disparait a 'infini, il est naturel que
I’état limite soit un état a une particule décrit par ¢. Nous notons cette convergence
—, car il s’agit précisément de la convergence dite « géométrique » discutée par Ma-

thieu Lewin dans [Lew 11]. La difficulté est bien sir que les membres de droite et de
gauche de (5.3) appartiennent a des espaces différents.
Pour introduire la notion de convergence correcte, il s’agit de regarder les matrices

densité de U, :

7 =6, ®, §,) ($,®, ¢l —, 0dans &' (LA(R™))
1 =518, (bl + 316,) (] =, 518) ($] dans &' (LARY)).  (5.4)

On voit alors bien que la paire (}/é,z),yé,l)) converge vers la paire (0, % |b) (¢|> qui

. . 1 .
correspondent aux matrices de densité de I’état 3 un corps 5¢ € LA(R?). Plus préci-
sément, la notion de convergence géométrique est une notion de convergence dans
I’espace de Fock (ici bosonique a deux particules)

FHL(RY)):=Co LX(RY)® L(R™) (5.5)
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et on a au sens de la convergence géométrique sur &' (Z?)
11

C’est a dire que toutes les matrices de densité réduites de I’état de gauche convergent
vers celles de I’état de droite. On notera que la limite est bien de trace 1 dans &! (97 ng) ,
il 0’y a donc pas de perte de masse dans Z 52, Plus précisément, dans Z=N la perte de
masse pour un état pur a N particules est matérialisée par la convergence vers
un état mixte avec moins de particules.

De la méme fagon que la convergence faible adaptée aux problémes a N corps
n’est pas la convergence faible L?(R%N) usuelle (a fortiori quand on prendra la limite
N — 00), la bonne procédure pour localiser un état et ainsi transformer la conver-
gence faible en convergence forte doit étre repensée. Etant donné un opérateur de
localisation auto-adjoint positif A, disons A = P un projecteur de rang fini ou A =
la multiplication par une fonction y a support compact, on localise usuellement une
fonction d’onde ¢ € L2(R?) en introduisant

fa=A4¢
ce qui correspond a faire I’association

|9) (¢ — A¢) {Ad].

En imitant cette procédure pour ’état a deux particules (5.1), on pourrait imaginer
considérer ’état localisé défini par sa matrice densité a deux corps

y,ﬁa —JA®AY, ) (AR AV |.

Il est alors clair que

7/,(31 —, 0dans &'(H?),
ce a quoi il fallait s’attendre, mais il est plus grave que I’on ait également pour la
matrice a un corps correspondante

yfla —_ 0dans &'(9)

alors, que au vu de (5.4) on voudrait avoir
)/,(21 - % |Ag) (Ad| fortement dans G' ().

La solution a ce dilemme est de définir un état localisé en demandant que ses matrices
. . . 2 0y s
de densité réduites soient A ®Ay\§, JA®A et A}/\; JA. Létat correspondant est alors

uniquement déterminé, et il se trouve qu’il s’agit d’un état sur ’espace de Fock, comme
nous ’expliquons a la section suivante.

Localisation dans I'espace de Fock

Apres les considérations heuristiques précédentes, nous introduisons maintenant
la notion de localisation dans I’espace de Fock bosonique ()

FZ.(H)=CoNe...0N" ...
Z(ARY)=CoIAR)...0 [(R")&.... (5.6)

(1) La procédure est la méme pour des particules fermioniques.
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Dans le cadre de ce cours, nous partirons toujours d’états a N corps, auquel cas il
est suffisant de travailler dans ’espace de Fock tronqué

FNH=CoHND...09"®...0H"
FNIRY)=Co (R ...0 R e...0 XRYN).  (7)

/—L Définition 5.1 (Etats bosoniques sur ’espace de Fock). J

Un état sur I’espace de Fock est un opérateur auto-adjoint positif de trace 1 sur Z,.
On notera . (Z,($)) ensemble des états (bosoniques ici)

F(F,(9)={TeS FO)T=T"T20,Trz[[]=1}. (38
On dira qu’un état est diagonal (stricto sensu, diagonal par blocs) si il peut s’écrire
I=G,6G,6...6G,8... (.9)

avec G, € G1(H”). Un état I sur I'espace de Fock tronqué FZ=N(§)), respecti-
vement un état diagonal sur espace de Fock tronqué se définissent de la méme
maniére. Pour un état diagonal sur Z=N(§) de la forme

F: GO,N®G1,N®"'®GN,N’

sa n-ieme matrice de densité réduite I}(\f ) est I'opérateur sur $? donné par

—1 N
" N k

k=n

Le lecteur habitué a ces concepts notera deux choses :

e Nous introduisons uniquement les concepts qui nous seront indispensables par
la suite. On peut bien sir définir les matrices réduites d’états généraux, mais
nous ne nous en servirons pas par la suite. Pour un état diagonal, la donnée
des matrices réduites (5.10) caractérisent complétement I’état. Pour un état non
diagonal, il faut aussi spécifier ses matrices « hors-diagonales » (9. gt — §?
pour p £ 4.

e La normalisation choisie dans (5.10) n’est pas standard. Elle est choisie pour
que, dans Pesprit du reste du cours, la z-iéme matrice réduite d’un état a N
particules (i.e. avec Gy = ... = Gy_; v = 0 dans (5.10)) soit de trace 1. La

Espace de Fock

convention standard serait plutot qu’elle soit de trace (1;[), ce qui est moins
pratique pour appliquer le théoréme 3.4.

Nous pouvons maintenant introduire le concept de localisation d’un état. Nous
nous limiterons aux états & N corps et aux opérateurs de localisation auto-adjoints,
ce qui est suffisant pour nos besoins dans la suite. Le lemme/définition suivant est
tiré de [Lew 11], on pourra en trouver d’autres versions par exemple dans [Amm 04,
DG 99, HLS 09].

Lemme 5.2 (Localisation d’un état a N corps). Soit I}, € 5/’(5’)?[) un état boso-
nique a N corps et A un opérateur auto-adjoint sur §) avec 0 < A? < 1. Il existe un
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unique état diagonal T € & (FN(9)) tel que
(rﬁ)(”) = A®" T A% (.11)
pour tout 0 < 7 < N. De plus, en écrivant T sous la forme
I{=Giy®Gly@...&Gy,
on a la relation fondamentale
Trg, [GR,] = Trgw [GYRT]- (5.12)

Remarque 5.3 (Localisation dans I’espace de Fock).

1. La partie unicité du lemme montre bien que I’on ne peut faire I’économie de
travailler sur Pespace de Fock. Létat localisé est en fait unique dans % (Z,($)),
mais pour le voir, il faudrait introduire des définitions un peu plus générales,
- [Lew 11].

2. La relation (5.12) est une des pierres angulaires de la méthode. En langage
informel, elle exprime le fait, que dans I’état T, la probabilité d’avoir »
particules A-localisées est égale a la probabilité d’avoir N — n particules
+/1— AZ? localisées. Pensons au cas d’une fonction de localisation particuliere-
ment simple, A = 1 BO.R) la fonction indicatrice de la boule de rayon R. Nous
disons alors simplement que la probabilité d’avoir 7 particules dans la boule
égale la probabilité d’avoir N — n particules hors de la boule.

Démonstration (du lemme 5.2). L'unicité (en tous cas parmi les états diagonaux de
P’espace de Fock tronqué) est une simple conséquence du fait que les matrices densité
définissent uniquement I’état. On pourra voir les détails dans [Lew 11].

Pour Iexistence on peut utiliser I'identification usuelle

F(AHDVI—-AH)~ F (AH) Q@ F,(V1—A2H)
et définir I’état localisé en prenant une trace partielle par rapport au deuxieme espace
dans le produit tensoriel du membre de droite. Nous allons suivre une route plus explicite
mais équivalente. Pour simplifier les notations, nous nous limitons au cas ou A = P est
un projecteur orthogonal et donc v1—A2="P,.
Notons d’abord que pour tout observable a 7-corps O,
Tr [0,P9"I}'P®"| =Tt [P®" O, P T\
— Tr [<P®n OnP®n) ® 1®N—nrN]
— Tl’ [On ® ]1®N—n(P®n ® ]l®N—ner®n ® ]l®N_")] ,

et donc
PO PO ="Tr

Ainsi, par cyclicité de la trace,

PE T Pe" = Tr

1N [P®n ® ]1®N—nrNP®n ® ]1®N—n] .

N [(me ® ﬂ@(an))p®n ® ]l®(N7n)rNP®n ® ]lg,(N,,,)]

N—n
N— e
B ( k n) Tt [P®n+k ®Pf(N ! k>rNP®n ®1®<N_n)]

N— S e
— ( 71) Trn+1~>N [P®n+k ®Pj9(N 7 k)rNP®n+/e ®Pf(N 7 k)]
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N
_ (]IZ - ) T,y [P?* @ PENHT, pot @ pE]
Ici nous avons inséré 1 = P + P, dans la premiére occurrence de 1®V=" i la premiére
ligne, et developpe le prodult tensoriel. Puisque I'état P®” @ 18N—T, P®" @ 18N~ sur
le quel nous agissons est symétrique par rapport a I’échange des N — 7 derniéres variables,
on peut réorganiser les termes du développement pour obtenir la somme de la second
ligne. Il suffit alors de noter que

(=)-(C) C)

NN\ Tk
PETYPE =y ( ) <n) Tr, 1 [GRe] = (GF)™

k=n

pour déduire

avec (cf la Définition (5.10))
N _ -
GII:[,k = (k) Tr/e+1—>N [P@k ®Pf<N k)rNP®k ®Pf(N k)] (513)
et
Gy =G o®...0 Gy

Ceci est bien un opérateur sur Z=N(P$)) : dans (5.13), on peut intervertir les £ premiéres
particules, qui vivent dans P$), et on prend la trace sur les N — & dernicres.

Il reste a montrer que Gk est bien un état, i.e. que sa trace vaut 1. Pour le voir, on écrit

1="Tron[Ty]=Trgy [(P+P)* Ty (P +P))*"]

N
N ~ -
= (k) Trgy [P @ PP UL, Pt @ PPN Y]
k=0

N
=D Trge [GRa) = Tras)[GR
pars

La relation (5.12) est une conséquence immédiate de (5.13) et de la symétrie de I,,. [

Preuve du théoréme de de Finetti faible et co-
rollaires

Nous allons maintenant utiliser la procédure de localisation que nous venons de
décrire pour démontrer la premiere implication du schéma (3.44). L’idée est d’utiliser
un projecteur de rang fini P et d’utiliser (5.10) avec (5.11) pour écrire (avec 7 € N fixe)

®n, (7) pen al N - k P
Py P :Z " " Trn+1akGN,k

k=n

N k n
N (ﬁ) Tt, 12k G (5.14)
k=n
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en utilisant ’estimation simple (voir le calcul dans [LNR 14a], Equation (2.13))

(]Z)_l <i> - (%)” +ON™). (5.15)

Le raisonnement est alors le suivant : les termes ou & est petit contribuent tres peu a
PN\

la somme (5.14) a cause du facteur (ﬁ) . Pour les termes ot k est grand, on note que,

a normalisation pres, Gy , est un état bosonique a k particules sur P$). On peut donc

lui appliquer le théoreme de de Finetti discuté au chapitre 4, sans se soucier d’une
éventuelle perte de compacité dans la limite N — oo puisque P$) est de dimension finie.
Comme k est grand dans ces termes et 7 est fixe, on obtient (toujours formellement)

Trn+1_)k G]I\)[’k NTI’Y)/Q[G]I:],k]/ dvk(u)lj,t@”)(u@nl

ueSP$H
pour une Certaine mesure V/e’ et donc
N n
P®n7/1(vn)P®n ~ ZTrs’Jk[G]I\)I,k] (%) / vy, ()| ®" ) (u®"].
ueSP$H

k~N

Dans la limite N — o0, la somme discrete devient une intégrale en A=k/N, et en
utilisant le fait que G4 est un état pour gérer la normalisation, il est naturel d’espérer
obtenir

1
P®"y1<f)P®”N/ dxlxl”/ dvy(u)|u®") (u®"]
0 ueSP$H

ce que I’on peut réécrire sous la forme (3.23) en définissant (en coordonnées « radiales »
sur la boule unité BPS))

du(n)=dp (nun,“Z”) i=d |l x dy, (“”)

Il restera, en derniére étape, a appliquer cette procédure pour une suite de projecteurs
P, — 1 et a vérifier quelques relations de compatibilité pour conclure. La mesure
finale peut ne pas étre une probabilité, ce que ’'on peut compenser en rajoutant un
delta a origine puisque cette opération ne change aucune des formules précédentes.

On notera que (modulo quelques passages a la limite), cette preuve qui combine les

méthodes présentées au chapitre 4 et a la section 2 donne une recette pour construire
la mesure de de Finetti «a la main », ce qui est bien utile en pratique, voir chapitres 6
et 7. Lesprit de la preuve par localisation rappelle certains aspects de la méthode de
Ammari et Nier [Amm 13, AN 08].

Passons maintenant a une preuve rigoureuse, suivant [LNR 14a, section 2].
Démonstration (du théoréme 3.6). On continue avec les notations ci-dessus. On défi-
nit M 1()"]2[ une mesure sur [0, 1], a valeurs dans les matrices positives hermitiennes de taille
dim (®7(P$)) par la formule suivante :

N
dMéf’W) = Z ak/N(/{) T,y GI{)I,/e‘
k=n
On a alors, en utilisant (5.15)

Tr

1 N
P®”yr(;)P®" _/o A dM;,njzl(/l)' < %ZTr G{p—0quand N > oo, (5.16)
k=n

m
%)
Y
o)
o
Q.
o
-
=3
(o)
=



Espace de Fock

Localisation dans lespace de Fock et applications chap.5 sec.3

Comme P est un projecteur de rang fini et }/<"> converge faible-+ par hypothéese,
P®n }/](\;Y)P®n N P®n }/(n)P®n (517)

fortement en norme de trace. D’autre part,

N

1 N
Trf]” |:/ dMIgtl]Z!(/l):| = Z Trfjk Gf[’k < Z Trﬁk Gﬁ’k =1,
0

k=n+1 k=0

donc M) est une suite de mesures positives bornées sur un espace de dimension fini
compact (les matrices hermitiennes positives de taille dim P$) ayant une trace plus petite
que 1). On peut donc en extraire une sous-suite convergeant faiblement au sens des mesures

vers M ;)"). En combinant avec (5.16) et (5.17) on a
1
perympen = / A7 dMP(). (5.18)
0

Il s’agit maintenant de voir que la suite de mesures (MI(,">) . que ’on vient d’obtenir est
ne.

consistante au sens ou ,pour 7 = 0,

/ )Ty, dME () = / M) 65.19)

pour tout fonction continue f sur [0, 1] s’annulant en 0, avec Tr, ,, la trace partielle par
rapport a la dernicre variable. On a

Tr,, denﬁl H= Z é\k/N (A) Tr,_, Gy

k=n+1

= dMGL ) — 8, \(NGE,

et donc

/ )T

1
e, M= MR < [ 08, (W Tr G,

n
</ (§)
puisque Trg, G, < 2 < 1. En passant a la limite on obtient bien (5.19) pour toute fonction

f telle que £(0) =

Nous appliquons maintenant le théoreme 3.4 en dimension finie. Stricto sensu, il ne
sapplique que a A fixe, mais en approchant dMI()") par des fonctions étagées puis en passant
a la limite, on obtient une mesure v, sur [0,1] x SN (P9) telle que

[ rva= [ [ e

pour toute fonction continue f s’annulant en 0. On a donc maintenant
1
P®n}/(n)P®n :/ / dVP(X,M)A"|M®"><M®"|
0 Js5H
1
= [ [ dnun () (VA
0o JsH

= | dup()]u®) (]

BH
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en définissant la mesure ), en coordonnées radiales. On est libre de rajouter une masse
de Dirac a 'origine pour faire de u, une mesure de probabilité.

L’argument peut étre appliqué a une suite de projecteurs de rang fini convergeant vers
I’identité. On a alors une suite de probabilités u, sur B$) telles que

Py rg = [ du(le) .

En prenant une suite croissante de projecteurs (.e. satisfaisant P,$) C P, 9), il est clair
que w;, coincide avec u, sur P,$) pour ¢ < k. Comme toutes ces mesures ont leur support
dans un ensemble borné, il existe (voir par exemple [Sko 74, lemme 1]) une unique mesure
de probabilité @ u sur BS) qui coincide avec y,, sur P,$) au sens ot :

. d g () |®7) (u®" | = . d () |(Py)®" ) {(Py )"

On conclut donc
rryng =g ([ autenye) o

et il ne reste plus qu’a prendre la limite £ — oo pour obtenir I’existence de la mesure
satisfaisant (3.23).
Prouvons maintenant I"unicité de la mesure. Soient yu et u’ satisfaisant

| ) o — [yt ) =0 (5.20)
B$ B$

pour tout k = 1. Soient V = vect(e,,...,e;) un sous-espace de $) de dimension finie,
P. = |e;){e;| les projections associées et uy, 1, les projections cylindriques de u et u’
sur V. En appliquant P; ®---®P; agaucheet P; ®-- ®r, a droite de (5.20), on obtient

/BV " "'”ik”ijl"'@d(f‘v_ﬂlv)(”)zo

pour tous les multi-indices i;,...,7, et j,..., ], (onanoté u = 27:1 uje;). D’autre part,
par invariance S des deux mesures, il est clair que si k # ¢,

U ey T T d — ") (u)=0.
/BV i W, i (py =ty )(n)

Comme les polyn6mes en les #; et %; sont denses dans C°(BV,,C) (fonctions continues

de la boule unité de V'), on déduit que les projections cylindriques de u et u’ sur V
coincident. Ceci étant vrai pour tout sous-espace V de dimension finie, on conclut que
les deux mesures doivent coincider partout. O
Nous donnons maintenant un cas particulier, adapté aux besoins de la suite des
notes, d’un corollaire bien utile de la méthode de preuve ci-dessus (voir [LNR 14a,
théoréme 2.6] pour I’énoncé général) :
Corollaire 5.4 (Localisation et mesure de de Finetti). Soit (I},)yoy une suite
d’états & N corps sur $ = L*(R?) satisfaisant les hypothéses du théoréme 3.6 et
« la mesure de de Finetti associée. Supposons que

Tr [-Apy| = Te [V V] < € (.21)

pour une constante indépendante de N. Soit y une fonction de localisation a support

(2) Pour la construire, noter que la o-fermeture de I'union pour & 2 0 des boréliens de P, $)
coincide avec les boréliens de §.

m
%)
Y
o)
o
Q.
o
-
=3
(o)
=
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compact avec 0< y < 1 et G, Pétat localisé défini par le lemme 5.2. Alors

lim Zf( JTog 6= [ dutofzaty 622

N—oo

pour toute fonction continue f sur [0, 1].

Espace de Fock

Démonstration (du corollaire 5.4). Pardensité des polyndmes dans les fonctions conti-
nues sur [0,1] il suffit de considérer le cas f(1) = A" avec n = 0,1,.... On utilise
alors (5.10), (5.11) et (5.15) a nouveau pour écrire

N /€ n .,
() Tes Gli—Tegs [
k=0

— 0 quand N — oo.

Lhypothese (5.21) assure que

et on peut donc supposer que

<Z|V| > <Z|V| > (Zn]w]) " <Zn:|V|]> quand N — oo.

Lopérateur de multiplication par y est relativement compact par rapport au Laplacien,

done )
Dy i= 4 (ZM)
j=1

est un opérateur compact. On a alors
Dy (ZIVL) " <ZIVI,-> Dy
j=1 j=1

D} (ZWL) }’<n> <Z|V|]> D}
— P

®n, (n)

=Trg, [)( r"x® }

On conclut alors en utilisant (3.23) que

®n, (7)

Trg, [)( vy x® ] Trg,

— Trw

N

> (&) T G [ duto T Gz} ™

k=0

= [ dulsl= [ dueoripat®y. O
B BH

Remarque 5.5 (Mesure de de Finetti faible et perte de masse).

1. Chypothese (5.21) est la pour assurer la compacité forte locale des matrices de
densité, ¢f. la preuve. Elle est bien slr trés naturelle pour les applications que nous
visons (énergie cinétique uniformément bornée). La convergence (5.22) signifie
que la masse de la mesure de de Finetti u sur la sphere {||«||* = /1} correspond a
la probabilité qu'une fraction A des particules ne s’échappe pas a I'infini.

https://spartacus-idh.com
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2. Nous utiliserons ce corollaire pour déduire des informations sur les particules
qui s’échappent a I'infini de la fagon suivante. On définit la fonction

n=y\1=x?

qui «localise pres de I’infini ». On ne peut bien sGr pas appliquer le résultat
directement a I’état localisé Gy, mais on peut utiliser la relation (5.12) pour
obtenir

) k ) k
tim S () Trge 6 = fim 377 (15 ) Trge 6,
k=0 k=0

= [ du(@) f(1=llx«lF), (.23
B%
ce qui fournit un certain contrdle sur la perte de masse a I'infini, encodé par la
mesure de de Finetti qui pourtant décrit par définition les particules qui restent
piégées. Typiquement, on appliquera (5.23) avec f(A) ~ e (A), I’énergie de
Hartree a masse A, voir le chapitre suivant.

m
%)
Y
o)
o
Q.
o
-
=3
(o)
=
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CHAPITRE 6

DERIVATION DE LA THEORIE DE
HARTREE : CAS GENERAL

On se tourne maintenant vers le cas général de 'obtention de la fonctionnelle
de Hartree comme limite du probléme a N corps dans le régime de champ moyen.
Au chapitre 3, nous avons vu que sous des hypotheéses physiques simplificatrices, le
résultat était une conséquence assez directe des théorémes de de Finetti faible et fort.
Le cas général demande une discussion plus poussée et nous serons amenés a utiliser
pleinement les outils de localisation dans I’espace de Fock introduits au chapitre 5.

Le cadre est maintenant celui de particules dans un potentiel V non piégeant
interagissant via un potentiel d’interaction qui peut potentiellement avoir des états
liés. Rappelons les notations : le Hamiltonien du systeme complet est

& 1
i=1 1<i<j<N
agissant sur ’espace de Hilbert J’J?] = ®§V £, avec $ = Lz(Rd). Le Hamiltonien a un
corps est

T=—A+V, ©6.2)
que l’on suppose auto-adjoint et borné inférieurement. Nous avons spécifié la présence
du potentiel V' dans la notation (6.1) car nous serons amenés a considérer le systeme
pour les particules perdues a I'infini décrit par le Hamiltonien Y ot on prend V =0.
On peut faire les mémes généralisations que celles mentionnées a la remarque 3.1 mais
nous ne traiterons explicitement que le cas modele ci-dessus.

Le potentiel d’interaction @ : R — R sera relativement borné par rapporta T :

—B AT\ +T,)—C<w(x;—x,)< B (T, +T,)+C, (6.3)
symétrique
w(—x) = w(x),
et décroissant a I’infini

w € LP(RY)4+L*°(RY), max(1,d /2) < p < 00 — 0, w(x) — 0 quand |x| — co. (6.4)

Ceci assure que H,, est auto-adjoint et borné inférieurement. A nouveau, il est assez
vain de considérer des potentiels a un corps partiellement confinant et donc on
supposera que V' n’est piégeant dans aucune direction :

Ve LP(RY)+ L= (RY),max1,d /2 < p < 00, V(x) — 0 quand |x| = co.  (6.5)
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L’énergie fondamentale de (3.1) est toujours donnée par

EV(N)=infog Hy = ‘Ijeﬁ]ivnufq/ - (¥, ng>m. (6.6)

Enfin, rappelons les objets limites. La fonctionnelle de Hartree avec le potentiel V
est donnée par

a50n)s= [ VP Vinf+3 [ wwPet—plo)Pdxdy 62

et on utilisera la notation & pour la fonctionnelle invariante par translation ot
V =0. Lénergie Hartree a masse A est donnée par

et (A):= ” 'Hrzl;gg[u],ogig 1. (6.8)

Sous les hypotheéses ci-dessus, on aura toujours ’inégalité de liaison large
e (1) < e (A) +efy(1—A) 6.9)

qui se prouve aisément en évaluant ’énergie d’une suite de fonctions avec une masse A
dans le puits de potentiel de V' et une masse 1 — A s’échappant a I'infini. Nous allons

démontrer le théoréme suivant, issu de [LNR 14a] (cas particulier du théoréme 1.1).

r—( Théoréme 6.1 (Dérivation de la théorie de Hartree, cas général). )—

Sous les hypothéses précédentes on a les résultats suivants :

(1) Convergence de I’énergie.

v
lim )

im == = ey (1). (6.10)

(if) Convergence des états. Soit une suite ¥y, normalisée dans L2(R4N) de quasi-
minimiseurs pour Hy :

(W, HY Wy ) = EY(N)+ o(N) quand N — oo, (6.11)

et 71(\;6 ) Jes matrices de densité réduites correspondantes. Il existe 1 € 2(BS))
une probabilité sur la boule unité de ) avec u(.#")=1ou

MY ={ueBs : 8Y[u]=elf(ulP)= i) =1 —lulP)}, ©.12)

telle que, le long d’une sous-suite

7, = /j{ 14%) (4%* | d pu(a) (613)

faiblement-+ dans &'($3%), pour tout k > 1.

(112) Si, de plus, on a I'inégalité de liaison stricte

et (1) < e (D) +e(1— 1) (6.14)
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pour tout 0 < A < 1, la mesure u est a support dans la sphere $§) et la
limite (6.13) a lieu en norme de trace. En particulier, si ef; (1) a un minimiseur
uy; unique a une phase pres, alors on a pour toute la suite

y](\f) = |u§k)(u1§k| fortement dans Gl(ﬁk) (6.15)

pour tout k > 1 fixe.

La preuve se fait en deux étapes. Dans un premier temps (section 1), on considére
le cas completement invariant par translations ou V = 0, qui décrira les particules
s’échappant loin du puits de potentiel de V' dans le cas général. On montre que I’énergie
e%(1) est bien la limite de N~!E°(N). Dans ce cas, on ne peut espérer beaucoup plus
puisqu’il existe toujours des suites minimisantes dont toutes les matrices de densité
convergent vers 0 en norme de trace. En plus des outils déja décrits, on utilisera une
idée de Lieb, Thirring et Yau [LT 84,LY 87] pour récupérer un peu de compacite.

On utilise ensuite pleinement les méthodes de localisation du chapitre 5 pour
traiter le cas général (section 2). Dans ’esprit du principe de concentration-compacité,
on localisera les suites minimisantes a 'intérieur et a I’extérieur d’une boule. La partie
localisée a I'intérieur de la boule est décrite par la limite faible-+ des matrices de densité
pour lesquelles on peut utiliser le théoréme de de Finetti faible. La partie localisée a
Iextérieur de la boule ne verra plus le potentiel V' et on pourra donc lui appliquer les
résultats de la section 1.

B} Le probléme invariant par translation

On traite ici le cas particulier ou V = 0. Dans ce cas, il est possible de construire

des suites de quasi-minimiseurs (au sens de (6.11)) pour E°(N) avec y](\}>(. —yn)—, 0
pour toute suite de translations x,. On peut donc avoir évanescence dans la termino-
logie de Lions [Lio 84a,Lio 84b] et, sans travail spécifique, on ne peut espérer mieux
que la convergence de I’énergie. En effet, il est possible de construire un état ou le
mouvement relatif des particules est lié par le potentiel d’interaction @ mais ou il y a
évanescence pour le centre de masse, ce qui entraine I’évanescence de la suite. On se
contentera donc de prouver la convergence de Iénergie :

Théoréme 6.2 (Systémes invariants par translation). J

Sous les hypotheses précédentes on a

lim ——= =ep(1). (6.16)

La premiére étape consiste a utiliser une partie du potentiel d’interaction pour
créer un potentiel a un corps attractif (grosso-modo cela revient a retirer le degré
de liberté du centre de masse). Ceci définira un probleme auxiliaire dont I’énergie
est proche du systeme de départ, mais pour lequel les particules resteront toujours
piégées. Ceci est 'objet du lemme suivant qui est inpiré par les travaux [LT 84,LY 87]:
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Lemme 6.3 (Probléme auxiliaire avec liaison). On sépare w = w* — w™ en

partie positive et négative et on définit pour un certain ¢ > 0
w,(x)=w(x)+ew (x).

Soit le Hamiltonien auxiliaire
a 1
H&:Z (Ki—sfwf(xl-)) +ﬁ Z w,(x; —x;) 6.17)
i=1 1<i<j<N
et E¢(N) I’énergie fondamentale associée. On a alors

Ef(N E°(N
a,:= lim ( )< lim E'(N) =:a. (6.18)
- N—oo N N—oo N

Démonstration. Pour tout ¥ € L2(R%N) on peut écrire en utilisant la symétrie

(v (s )= e () )

De la méme fagon

2

m v, Z w(x; —x;)¥ ) =Trg, [wygq =Trg» [wsyé,z)] —eTrg, [w_y@]

1<i<j<N

avec vy = |U)(¥[, puis

@7 _ 2
Trg: [ws}/\ll ] = mn 1<i§<:N_l w,(x; —x;)1y

et

N—1
— 3 —
eTrg, [’w yéz)] =N Tr |:E w (xl-—xN)}/q,] .
i=1

Tout ceci implique

N—1
N—1 1

= (v, Z(—Ai—ew*(xi—xb,)%m 3 wln—x) |v). 619
i=1 1Si<jSN—1

Dans I’équation précédente, le Hamiltonien entre parenthéses dépend de x,, via le potentiel
aun corps ew ™ (x; — x,;) mais comme les autres termes sont invariants par translation, le
bas du spectre est en fait indépendant de x,,. On a donc

N—1
T(\I/,H]?,\I/) > E°(N—1)(¥,7) (6.20)
pour tout ¥ € L2(R*N), ce qui implique
E%(N) S EX(N=1)
N 7 N-1
Les suites E°(N)/N et E¢(N)/N sont croissantes puisque définies par des problémes de

minimisation sur des espaces variationnels décroissants (¢f- (1.55)). Lutilisation d’états test

simples montre par ailleurs que
E°(N)

Ef(N
w
et donc que les limites @ et 4, existent; (6.20) implique alors clairement (6.18). O

<0,
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On va maintenant s’employer a prouver une borne inférieure sur £5(N) pour ¢
suffisamment petit. La raison pour laquelle il est plus aisé de travailler sur £5(N) est
que toutes les suites de matrices densité réduites correspondantes seront compactes
dans &'. En effet, la compacité ou son absence (en langage physique, ’existence ou
I’absence de liaisons entre les particules) résulte d’une comparaison entre les effets
attractifs et répulsifs des potentiels a un et deux corps. Ici, les potentiels a un corps
cw™ etadeux corps w, sont bien équilibrés puisque ils ont étés construits précisément
en recherchant cet effet & partir du méme potentiel a deux corps originel w. C’est
cette observation qui nous permet de conclure maintenant la preuve du théoreme 6.2.

Démonstration (du théoréme 6.2). Comme d’habitude, seule la borne inférieure est
non-triviale. Comme e%(1) < 0 on peut supposer a < 0 car sinon a = eJj(1) =0et il n’y a
rien a prouver. On va démontrer la borne inférieure

a.zef(1):= inf {(M,(—A—ew //| w, (x—y)|u(y )Izdxdy},

fllP=1

(6.21)

et comme il est aisé de montrer que ef;(1) — e%(1) quand ¢ — on obtiendra (6.16) en
combinant avec (6.18).

Soit une suite ¥, de fonctions d’onde telles que
{Uy, HYyOy) = E5(N) + o(N).
et ¥ les matrices de densité réduites correspondantes. Alors

v, Ho U , 1
o= fim ) i (11, (e T [

Modulo I’extraction diagonale habituelle, on suppose que

(k) k
w = r®

et nous allons montrer que la convergence est en réalité forte. On utilisera le théoréme de
de Finetti fort pour obtenir la théorie de Hartree dans un second temps.

En prenant une partition de I'unité y3 + 7% = 1 et en utilisant le lemme 3.11 on a

1
> liminflim inf {Trfj [(_A_wa)ZRVI(\Il))(R] +§Tr.ﬁ [‘w 28 }/(Z)XR }

—o00 N—oo
1
+Tr.6 [_A’/R}’z(vl)’iR} + ET% [w ’/%271(5)77%2]} (6.22)

et nous allons utiliser les états yz- et np-localisés G¥ et G, définis & partir de ¥y, par le
lemme 5.2 pour estimer séparément les deux termes du membre de droite de (6.22).

Le terme yg-localisé. En utilisant (5.10) et (5.11) on a

!
T [(=A = e )y 2] + 5 Troe [w 210 1]

N k
1
:NZTrﬁk Z(—A—ew +7Zw X, —x;) G])f[,k (6.23)
k=1 i=1 i<j
On applique I'inégalité

A+tB=(1—t)A+t(A+B)>(1—1t)info(A)+ tinfo(A+B) (6.24)
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avec
k
A= Z(_A_E’wf)i’ A+B =H, t= (B—1)/(N—1).
Ona
!irrol info(—A—ew )=info(—A)=0
et comme on suppose que < 0, on a, pour ¢ assez petit

info(—A—cw_)>a>a >k "info(H,,),

soit
info(A) = info(A+ B).

On peut alors écrire

1 kRTr Gy, E(k)
Trg [(=A—ew ) 2a] +5 Trse [we @ x| Z —
k=1

mais comme

N kTr G;\([ E(k)
RGN . 2. (1) . Ef(R) _
;::O v =T ] e T ] e Jim == =,
et que k — :k(k> est CrOlSSante on COnClut que
. 1
liminf (Tryj (A —ew )y 2a] +5 Trse [wsxf?zy](vz)xz?z]) >a.Tr [ xzr")]
(6.25)

par convergence monotone.

Le terme 7g-localisé. En utilisant les résultats de la section 2 comme ci-dessus on a
Te. [ 75D 1 T ®2, (2)
Ty [ NRYN ”R} +§ Te2 [w R YN MR ]

:;gnﬁk KZ A Y e >G”

i<j

(6.26)

Ici on utilise
—A20, w,=w+2w >(1-2:)w et E°%k)<ak<0
pour obtenir

1—2e)(k—1)
Z—A +7Zw X, —x;) = %Hk

=1 i<j

> %E%k) > E°(k)—2cak

pour tout £ > 1. En combinant avec (6.26) on obtient

1 N kTrG), (E°F)
Trg [—=Anryy ne] + 5 Troz [wn@d ] 23— (T —254) .
k=1
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On déduit enfin

I‘N"lti‘f(Trﬁ [T”RVS)”R]JFQT% (w278 D > (1—2e)a(1—Te[x2y"])

6.27)
en utilisant
0
Z Tr G/ N = 1T [URVN ] e 1—Tr [)(2}/(1)] et kli—>n; E/ik) =a
k= O
et le fait que & — E—(M est une suite croissante.
Conclusion.
En insérant (6.25) et (6.27) dans (6.22) on trouve
a,z liRminf (ac, Tr {){ﬁy“)] +(1—2¢)a(1—Tr {){2}/(1 ] ))
=a Tr[yV]+(1—2¢)a (1 —Tr[y(1>:|)
Comme on a supposé que . < a < 0, on obtient
Tr[yV]=1. (6.28)

Il n’y a donc pas de perte de masse pour le probléme auxiliaire défini au lemme 6.3. Cect

suffit pour conclure A la convergence forte des matrices réduites y*'. En effet, on peut
appliquer le théoréme de de Finetti faible 4 la suite des limites y*) pour obtenir une
mesure u sur la boule de $3. Hors, (6.28) combiné avec (3.23) implique que la mesure doit
en fait vivre sur la sphére unité. On a donc pour tout &

Ty =1,

T & T
ce qui implique que la convergence de }’z(v) vers y(*) est en réalité forte en norme de trace.
On peut alors revenir a (6.22) pour obtenir

1
S (1 @)
lﬂgf (TryJ [(—A—wa YN } + ETrﬁz [wsyN D
1
_A— M} 4 = )
> Try [( A—cw )y ] + 5 Tr, [‘wgy ] .
On applique ensuite le théoréme de de Finetti fort aux limites des matrices de densité

pour conclure que le membre de droite est nécessairement plus grand que ef;(1) ce qui
donne bien (6.21) et donc conclut la preuve. O

Conclusion de la preuve dans le cas général

Nous avons maintenant presque tous les ingrédients nécessaires pour la preuve
du théoréme 6.1. Il ne nous manque en fait qu’un tout petit peu d’information com-
plémentaire sur le probléeme invariant par translation, comme nous ’expliquons
maintenant.

Considérons pour k > 2 ’énergie

k k
1. A
by(A) = szaﬁk E —A, +g E w(x; —x;) (6.29)
=1 i<j
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c’est-a-dire une énergie pour k particules avec une interaction d’intensité k—il Les
résultats de la section précédente montrent déja que la limite & — oo d’une telle
énergie est donnée par Aefy(A) lorsque A est un paramétre fixe. En utilisant la méthode
de localisation dans I’espace de Fock, Iénergie des particules partant a I'infini lors
de la minimisation d’une énergie pour N > k particules sera naturellement décrite
comme une superposition d’énergies de systémes a k particules avec une interaction
d’intensité 1/(N — 1) héritée du probléme originel. Autrement dit, il s’agira d’évaluer
une superposition des énergies b;,(A) avec

1= k—l’
N—1

un peu comme en (6.23) et (6.26). Comme ce A dépend de £, il sera utile de savoir que
by, (A) est équicontinue en A :

Lemme 6.4 (Equi-continuité de I’énergie en fonction de I'interaction).

On prend les conventions
bW = by (N =0.
On a alors pour tout A€ [0,1]

klim Aby(A) = e (). (6.30)

De plus, pour tout 0SS A< A < 1
0< b (A)— b (X)) < ClA=N] (6.31)

ou C ne dépend pas de k.

Démonstration. On commence par confirmer notre affirmation que (6.30) est une
conséquence directe de I"analyse de la section précédente. Pour A = 0; il n’y a rien a
prouver. Pour A> 0, on utilise le théoréme 6.2 pour obtenir :

gir?oibk(l):iinf (0, K ) + // w(x—y)|u(x ||()|)

HMF*I
= i () 5 [ [ @GP =

Le fait que
by(A) = b, (V) pourtout 0 A< A’ <1

est une conséquence de (6.24). Pour I’équi-continuité (6.31), on fixe un 0 < @ < 1 et on
remarque que, avec

Si=(X =N =N,

Az i) (Z =

ZK +7Z‘w

i<j

on a

& =

>(1-8)n)- <
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en utilisant le fait que le spectre de 'opérateur apparaissant a la deuxi¢me ligne est borné
inférieurement. On déduit donc

0< b (D) — b (X) < 8(b, () +Ca )< CIN — A
puisque b, (A) est uniformément borné et |§| < C|A—A'|. O
Nous pouvons maintenant conclure :

Démonstration (du théoréme 6.1). Soit ¥y, une suite de fonctions d’onde 3 N corps

telle que
(‘IJN>HJ¥\I}N> =E"(N)+o(N)

b . . . . . .
avec y](\]) les matrices de densité réduites associées. Modulo une extraction diagonale, on
suppose que

(k) . (k)
YN g
faiblement-+. Le théoreme 3.6 fournit alors une mesure de probabilité u telle que

= [ 632)
neBH

Soit une partition de 'unité réguliere y2 + 7% = 1 comme précédemment et les états
localisés G et G}, construits a partir de [¥)(¥y|. En utilisant a nouveau le lemme 3.11,
on obtient

lim m = lim (Trﬁ [Ty](\[l)] +%Trﬁz {w}/l(vz)])

N—ooo N N—oo
> tiinflgmint { T, [T 2] + 5 Tows [0 287)
+Trg [—Ane\ 7] + % Trgs [wn§r 0% } : (6.33)
On utilise d’abord la compacité locale forte et (6.32) pour le terme yp-localisé :
liminf {Try) [T 30\ 2] + % T [Wﬁzyﬁ)x}?z]}
> Trg [ Toer® xe] + % Troo [w @y @ xf?] = /B Eilzsldutn). 639

Notre tache principale est de contrdler le second terme du membre de droite de (6.33).
Nous prétendons que

. 1
lim inf (Tr (TR ne] + 5 Trg [wn}‘?zyﬁ)n}‘?z]) > /Bﬁ e (1—lxzul)d p(n). (635)
En effet, en utilisant I’état np-localisé G}, on a

Trﬁ [_AWRVI(\P’]R] +%TI‘_‘~]2 {wngzyﬁ)ngz]

N k k
1 1
- NE Trge || D :—Ai+m§ w; | G,
k=1 i=1 i<j

k k
. 1
N Tr Gy, infog, E —A; + No1 E w;;

i=1 i<j

N
k k—1
>3 Teah a5 )

V
M-
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ou b, est la fonction définie en (6.29). D’un autre coté

N
k k—1 k
lim S Tr G (7 <7)_°(f)):o, 636
W, 2 T G Nz Ty (636)

puisque en utilisant I"équi-continuité de {4, }32, et la convergence lim,,_, ., Ab,(4) = ey (1)
fournies par le lemme 6.4, on obtient

ko (k1 O(k)_
ka<N 1) ‘H\N ‘_O’

N
Z Tr G;’]’k =1
k=0

pour obtenir (6.36). A ce stade, on a donc

lim  sup
N2 p—12,. N

qu’il suffit de combiner avec

hmmerfJ {—Ar;RyN WR} +%Try) [w;;R v ,)®2] > l1m ZTr (%)

On utilise maintenant la relation (5.12) et le corollaire 5.4 comme indiqué section 3 pour
obtenir

k

N
lim ZTrGZ[,k ef{( )— lim ZTr NNk € (ﬁ)
k=0

N—oo
= lim E Tr G}, e (1——/e ) = e (1—|lxru|*)d p(n)
N-o0 £ Nk €H N s 1 R uin),

ce qui conclut la preuve de (6.35).
1l reste, maintenant, a insérer (6.34) et (6.35) dans (6.33) et a utiliser le lemme de Fatou, ce
qui donne

, .
lim £ (N>>liminf(/8 (68 L]+ b1 — Izl P)] dy(n))

N—oo R—o0

> [ liminf (6 ypn]+ (1~ xaul)] d u(x)
B§H H—7oe

= / (&[] + efi(1—|ulP)] d a()
> [ 6P+ 1P 4> 1), 63

en utilisant la continuité de A — e(A) et 'inégalité de liaison large (6.9). Ceci conclut la
preuve de (6.10), et les autres résultats du théoréme suivent en analysant les cas d’égalité
dans (6.37). O

https://spartacus-idh.com



© Spartacus-Idh 2019

CHAPITRE 7

DERIVATION DE FONCTIONNELLES
DE TYPE GROSS-PITAEVSKII

Nous allons maintenant nous tourner vers ’'obtention de fonctionnelles de
type Schrodinger non linéaire (NLS) avec non-linéarités locales :

Euld)i= [ IVOP+VIE + 5101

On peut obtenir cette description en partant d’une fonctionnelle de Hartree comme
en (3.7) et en prenant un potentiel d’interaction convergeant (au sens des distributions)
vers une masse de Dirac

w(x)=L"w (%) — (/Rd w) 8y quand L — 0.

Puisque I’on a déja obtenu (3.7) comme limite d’un probléme & N corps, on peut étre
tenté de voir I'obtention de la description NLS comme un simple passage a la limite
dans un probléme a un corps. L'inconvénient de cette approche est I’absence totale de
controle sur les relations entre les parametres physiques N et L. On pourrait voir ceci
comme un probléme d’échange de limites : il n’est pas du tout clair que les limites
N — oo et L — 0 commutent .

La bonne question d’un point de vue physique est « Quelle relation doivent
satisfaire N et L pour que I'on puisse obtenir ’énergie NLS en prenant simultanément
N — oo et L — 0 dans le probléme a N corps? » Le processus permettant d’obtenir
la fonctionnelle NLS est donc plus subtil que pour ’obtention de la fonctionnelle de
Hartree, et nous allons dans un premier temps donner quelques explications sur ce
point.

B) Remarques préliminaires

Jusqu’a présent, nous avons travaillé avec seulement deux paramétres physiques :

le nombre de particules N et la force des interactions A. Pour avoir un probléme limite

bien défini nous avons été amené a considérer la limite de champ moyen ot A o< N7

Dans ce cas, la portée des interactions est fixe et chaque particule interagit avec

(1) Lalimite L — 0 du probléme a N corps est d’ailleurs tres difficile a définir proprement.
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toutes les autres, ce qui donne une force d’interaction typique par particule d’ordre
AN o< 1, comparable avec son énergie propre (cinétique + potentielle). On a vu que
cet équilibrage des forces agissant sur chaque particule, combiné a des résultats de
structure «2 la de Finetti » pour ’ensemble des états bosoniques, mene naturellement
a la conclusion que les particules se comportent approximativement de maniére
indépendante les unes des autres et donc que des descriptions de type Hartree sont
valables dans la limite N — oo.

1l existe d’autres fagons de justifier de tels modeles : ’équilibrage des forces qui
permet a un probléme limite d’émerger peut résulter d’un mécanisme plus subtil. Par
exemple, dans les gaz alcalins ultra-froids qui ont permis 'observation en laboratoire
de condensats de Bose-Einstein, il a plus a voir avec la dilution du systéme qu’avec la
faible force des interactions. Pour une description théorique de ce phénomene, on
peut introduire dans notre modele une longueur caractéristique L pour la portée des
interactions. En prenant la taille du systéme total comme référence, un systeme dilué
se matérialise par la limite L — 0. La force d’interaction typique agissant sur chaque
particule sera d’ordre ANL? (force des interactions x nombre de particules typique
dans une boule de rayon L autour d’une particule) et c’est ce parametre que 'on peut
vouloir fixer pour obtenir un probleme limite. Plusieurs régimes sont alors possibles
en fonction du ratio entre A et L.

On peut discuter ces différentes possibilités en partant du Hamiltonien a N
corps @

N

M= Y (=84 Ve) gy 3 AP0 —x) 0

j=1 Ligen
qui correspond a faire les choix
L=N7", AocNI,

le parametre fixe 0 < 3 servant a ajuster le rapport entre L et A. On considérera le
potentiel d’interaction de référence w comme étant fixe, et on notera

wy(x):= N¥Pw(NPx). (7.2)

Pour 3 >0, wy converge vers une masse de Dirac au sens des distributions

wy — (/Rd w) Sos 7.3)

matérialisant la courte portée des interactions et également la dilution du systéme. En
raisonnant formellement, on peut vouloir remplacer directement wy par ([o, @) &y
dans (7.1). Auquel cas, on se retrouve avec une limite de type champ moyen, avec une
masse de Dirac comme potentiel d’interaction. Ceci est bien stir purement formel
(sauf en 1D ou I'injection de Sobolev H' < C? permet de définir proprement les
interactions de contact). En admettant que ces manipulations aient un sens et que 'on
puisse approximer le fondamental de (7.1) sous la forme

= ¢®N (7.4)

(2) Encore une fois, il est possible de rajouter Laplaciens fractionnaires et/ou champs magné-
tiques, ¢f- remarque 3.1, ce que nous négligerons pour simplifier.
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on obtient une fonctionnelle de Hartree
1
Gl):= [ IVOP+ VIR +31F(w < 4P 75

ou le potentiel d’interaction est a remplacer par une masse de Dirac a origine, ce qui
méne a la fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

Eul)i= [ IVOP+ VISR + 5101 7.6

Au vu de (7.3), le choix logique semble d’imaginer que lorsque 3 > 0, on obtienne a
partir de la minimisation du Hamiltonien (7.1) la fonctionnelle ci-dessus avec

a= /]Rd w. (7.7)

En fait, on peut obtenir la gamme de résultats suivants (décrits dans le cas d =3, le cas
d <2 menant a des subtilités et le cas d > 4 n’ayant pas grand intérét physiquement
parlant) :

e Si 8 =0 nous retrouvons le régime de champ moyen (MF, pour mean-field)
étudié précédemment. La portée du potentiel d’interaction est fixe et son inten-
sité décroit comme N~!. Le probléme limite est alors (7.5), comme démontré
précédemment.

e Si0< B <1,le probléeme limite est bien comme on pouvait s’y attendre (7.6)
avec le choix de parametre (7.7). Nous parlerons de limite de Schrodinger
non-linéaire (NLS). Ce cas n’a pas été considéré spécifiquement dans la littéra-
ture mais, au moins lorsque @ 2 0 et lorsque V est confinant, on peut adapter
Ianalyse du cas plus difficile 8 = 1.

e Si B =1, lafonctionnelle limite est maintenant (7.6) avec
a =47 x longueur de diffusion de w

(voir [LSSY 05, appendice C] pour une définition). Dans ce cas, le fondamental
de (7.1) inclut une correction a I’ansatz (7.4), sous la forme de corrélations a
courte portée. En fait, il faut s’attendre a avoir plus précisément

N
Uy (xp,eme) 2 [ o) [ F (NP(x—x))) 7.8)

=1 1<i<j<N

~

ou f est lié¢ au probléeme a deux corps défini par w (solution de diffusion
d’énergie minimale). Il se trouve que lorsque 8 = 1, la correction a un effet
sur le premier ordre de I’énergie, celui de remplacer [, w par la longueur de
diffusion correspondante comme remarqué pour la premiere fois dans [Dys 57].
On parle alors de limite de Gross-Pitaevskii (GP), qui a fait 'objet d’une
longue et remarquable série de travaux diis a Lieb, Seiringer et Yngvason (voir
par exemple [LY 98, LY 01,LSY 01,LSY 00,LSY 05, LS 06, LSSY 05]).

Comme nous I’avons déja mentionné, les problemes d’évolution correspondants ont
également étés abondamment étudiés. La aussi, il convient de distinguer les limites
de champ moyen (voir par exemple [BGM 00, AN 08, FKS 09, RS 09, Pic 11]) de
Schrodinger non-linéaire [ESY 07, Pic 10b] et de Gross-Pitaevskii [ESY 09, Pic 10a].
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I y a une différence physique fondamentale entre les régimes MF et GP : dans les
deux cas, le paramétre d’interaction effectif AN L® est d’ordre 1 mais on passe (toujours
en 3D) d’un cas avec des collisions nombreuses mais faibles A= N—!, L =1 a un cas
avec des collisions rares mais trés fortes, A = N2, L = N, Les différents cas NLS
interpolent en quelque sorte entre ces deux extrémes, le passage entre « collisions
faibles mais fréquentes » et « collisions fortes mais rares » se faisant a A=1,L = N =173,
ie. B=1/3.

La difficulté pour obtenir (7.6) en passant a la limite N — oo est qu’il y a en fait
deux limites distinctes, N — 0o et wy — ad, a contrdler en méme temps. Un simple
argument de compacité/passage a la limite sera insuffisant dans ce cas et il faudra
donc travailler avec des estimations quantitatives. Le but de ce chapitre est de montrer
comment on peut procéder a partir du théoreme de de Finetti quantitatif présenté au
chapitre 4. Puisque ce théoreme n’est valable qu’en dimension finie, il nous faudra
disposer d’une maniere naturelle de projeter le probleme sur des espaces de dimension
finie. Nous nous placerons donc dans le cadre des gaz de bosons piégés en supposant
que, pour deux constantes ¢, C > 0

clx —C < V(x) 7.9)
Dans ce cas, le Hamiltonien a un corps —A + V' a un spectre discret sur lequel on a

bon contrdle via des inégalités a la Lieb-Thirring.
Les résultats que nous allons obtenir sont valables pour 0 < 8 < [, ou

Bo=Bo(d,s) ne dépend que de la dimension de I’espace physique et du potentiel V.

Nous fournirons des estimations explicites de 3, mais la méthode que nous présentons,
issue de [LNR 14c], est pour I'instant limitée a des 3 relativement petits. En particulier,
on obtiendra toujours (7.7) comme parametre d’interaction. Lavantage principal par
rapport a la méthode de Lieb-Seiringer-Yngvason [LY 98,L.SY 00,LSY 05,LS 06] est que
nous pouvons dans certains cas relaxer I’hypothese w > 0 qui est toujours faite dans
les travaux sus-mentionnés (voir aussi [LSSY 05]). En particulier nous présenterons la
premiére dérivation des fonctionnelles NLS attractives ® en 1D et 2D.

Enoncés et discussion

Nous prendrons des hypotheéses confortables sur w :

w e L2(R%,R) et w(x) = w(—x). (7.10)
Sans perte de généralité, on posera
sup|w| =1
R4

pour simplifier certaines expressions. On supposera également que
x = (14 |x])w(x) € L'(RY) 7.11)

ce qui facilite le remplacement de w,, par une masse de Dirac. Comme d’habitude nous
utiliserons la méme notation wy, pour le potentiel d’interaction (7.2) et 'opérateur
de multiplication par wy (x —y) agissant sur L2(R??).

(3) On utilise souvent le vocabulaire de 'optique non-linéaire pour distinguer les cas attractif
et répulsif : répulsif = défocusant, attractif = focusant.
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Pour 8 =0 on a montré précédemment que

Nous traitons maintenant le cas 0 < 8 < B(d,s) < 1 ou on obtient I’énergie fonda-
mentale de (7.6) a la limite :

e, = inf & 7.13
nls ||¢||1_2(1Rd):1 nls[¢] ( )

avec a donné par (7.7). A cause de la non-linéarité locale, la théorie NLS est plus
délicate que la théorie de Hartree et il nous faut quelques hypotheses de structure sur
le potentiel d’interaction (voir [LNR 14c] pour une discussion plus poussée) :

e Quand d = 3, il est bien connu qu'un fondamental pour (7.6) existe si et
seulement si @ > 0. Ceci est di au fait que la non-linéarité cubique est sur-
critique @ dans ce cas. De plus, il est facile de voir que N™'E(N) — —o0 si w
est négatif a origine. Uhypothése optimale se trouve étre une hypothese de
stabilité classique pour le potentiel d’interaction :

//Rded p(x)w(x—y)e(y)dxdy =0, pour tout p € LY(RY), p=0. (7.14)

Cette hypothese est vérifiée des que w = w, + w,, w; = 0 et W, > 0 avec ¥, la
transformée de Fourier de w,. Elle implique clairement [, w >0, et on peut
voir aisément par un changement d’échelle que si elle violée pour un certain

e = 0alors E(N)/N — —oo.
e Quand d =2, la non-linéarité cubique est critique. Un minimiseur pour (7.6)
existe si et seulement sia > —a* ou

& =IQIE: 7.5
avec Q € H'(R?) P'unique [Kwo 89] (modulo translations) solution de
—AQ+Q—Q’=0. (7.16)

Le parametre d’interaction critique a* est la meilleure constante possible dans
Iinégalité d’interpolation

/mz'”'KC(/Rz'WV) (/Rlez)- (7.17)

Voir [GS 14, Mae 10] pour Pexistence d’un fondamental et [Wei 83] pour
I’inégalité (7.17). Une discussion pédagogique de ce genre de sujets se trouve
dans [Fra 14].

Vu les considérations ci-dessus, il est clair qu’en 2D il nous faudra suppo-
ser [w > —a®, mais ce n’est en fait pas suffisant : comme en 3D, si le po-
tentiel d’interaction est suffisamment négatif a I'origine, on peut voir que
N7!E(N)— —o0o. Lhypothése adéquate est cette fois

IVl +3 [ [ Plo)Pe—)dxdy>0 @18

(4) On pourra consulter par exemple [KV 08] pour une classification des non-linéarités dans
I’équation de Schrodinger non-linéaire.
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pour tout # € H'(R?). En remplagant # par Au(Ax) et en prenant la limite
A — 0, on obtient

1
W Ivule+ 5 ([ ) [ atarzo, vue )

ce qui implique que
/ w(x)dx = —a".
R2

Un argument de changement d’échelle montre que si I'inégalité stricte dans (7.18)
est inversée pour un certain #, alors E(N)/N — —oo. Le cas ou il peut y avoir
égalité dans (7.18) est laissé de cOté car il requiert une analyse plus poussée, cf.
I’analyse du cas correspondant au niveau de la fonctionnelle NLS dans [GS 14].

e Quand d = 1, la non-linéarité cubique est sous-critique et il y a toujours un
minimiseur pour la fonctionnelle (7.6). Dans ce cas nous n’aurons pas besoin
d’hypothése supplémentaire.

Nous pouvons maintenant énoncer le

,—( Théoréeme 7.1 (Dérivation de la fonctionnelle NLS). J
On se place dans I'un des cas d = 1, d = 2 avec (7.18), d = 3 avec (7.14) et on

suppose .
0< < foldss)= g7 <1. (7.19)
ou s est I’exposant apparaissant dans (7.9). On a alors :
1. Convergence de I’énergie.
£, » (7.20)
N nls

2. Convergence des états. Soit ¥y, un fondamental de (7.1) et

Vz(\;l) =Tr, N (1@ ) (T ]

ses matrices de densité réduites. Modulo une sous-suite, on a pour tout 7 € N

Jim = [ ol 7.21)

ueM,

nls

fortement dans &!(Z2(R%")). Ici u est une mesure de probabilité supportée
sur

2
2/md

2 My ={n € LR, |lull =1, 8 [ #] = .} - (7.22)

£ En particulier, quand (7.6) a un minimiseur #_;; unique a une phase pres, on

n‘; a pour toute la suite

8 o) eny @

3 ]\;I_I;I;o YN = |%nlsn><%nl:l : (723)

L'unicité de # est assurée si @ = 0 ou |a] est petit. Si ces conditions ne sont pas
satisfaites, on peut montrer I’absence d’unicité pour certains potentiels de piégeage
ayant plusieurs minima [AFG™ 02, GS 14].
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Remarque 7.2 (Sur la dérivation de la fonctionnelle NLS).

1. Chypothese S< B(d,s) est dictée par la méthode de preuve mais n’est certai-
nement pas optimale, on pourra voir dans cette direction les travaux [LS 06,
LSY 00,LY 98,LY 01]. On peut relaxer un peu la condition sur /3, au prix de
calculs un peu plus lourds dont nous préférons faire I’économie dans ces notes,
voir [LNR 14c]. En 1D, on peut obtenir le résultat pour tout > 0.

2. Regardons un peu plus en détail les conditions sur By(d,s). Pour le cas d’un
potentiel de piégeage quadratique V/(x) = |x|* par exemple, nous pouvons trai-
ter 8 <1/24en3D, S <1/12en2D et B < 1/4 en 1D. La méthode de preuve
s’adapte sans difficultés au cas de particules dans un domaine borné, ce qui
correspond a prendre formellement s = co. On obtient alors B4(d,s)=1/15
en 3D, 1/8 en 2D et 1/3 en 1D. L'amélioration de ces seuils pour le cas de
potentiels comportant une partie attractive reste un probléme ouvert.

3. Lorsque 3 s’¢loigne du seuil critique 5(d, s), la méthode de preuve fournit des es-
timations quantitatives pour la convergence (7.20), voir ci-dessous. Voir [LNR 14c,
remarque 4.2] pour une discussion des cas ou un taux de convergence pour le
minimiseur peut étre déduit en se basant sur des outils de [ CFL 14, Fra 14] et des
hypotheses sur le comportement de la fonctionnelle NLS.

La preuve de ce résultat occupe le reste de ce chapitre. On procede en deux temps.

Le gros du travail consiste en 'obtention d’une estimation quantitative entre I’énergie
N corps par particules N"'E(N) et I’énergie de Hartree

ep:= inf  &y[#] (7.24)

HM'HLZ(Rd)Zl

donnée par la minimisation de la fonctionnelle

Sln)= [ (VP4 VinF)dx+3 [ luPeyte—niuo)Pdxdy.

(7.25)
Ces objets dépendent de N quand 8 > 0, d’ous la nécessité d’éviter les arguments de

compacité et d’obtenir de vraies estimations. Une fois que le lien entre N~'E(N) et (7.24)
est établi, il reste a estimer la différence |e,;;— ey, ce qui est un probléme beaucoup plus
simple. La plupart des hypothéses contraignantes que nous avons faites sur w ne servent
que lors de cette deuxieéme étape. Les estimations sur la différence |e;; — N~'E(N)| sont
valides sans supposer (7.11) et (7.14) ou (7.18). Ils fournissent donc une information sur
la divergence de N™'E(N) dans le cas oli e} ne converge pas vers e, :

r—( Théoréme 7.3 (Dérivation quantitative de la théorie de Hartree). )—

On fait les hypotheses (7.9), (7.10). Soit
142
G (7.26)
2+d/2+d/s
Siona
t>2d3, (7.27)
alors, pour tout d 2> 1, il existe une constante C; telle que
%2%?>m—qwﬂw. (7.28)
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Remarque 7.4 (Estimations explicites dans la limite de champ moyen).

1. La condition (7.27) est satisfaite si 0 < B < [,(d, s). Pour la preuve du théo-
réme 7.1, on ne s’intéresse qu’a des cas ou |ey| est borné indépendamment de
N, et (7.28) donne alors une information non triviale seulement si (7.27) est
satisfait.

2. Le résultat est valable dans le cas de la limite de champ moyen ou 8 = 0 et donc
ey ne dépend pas de N. On obtient alors des estimations explicites précisant
le théoreme 3.5. Ces estimations présentent une nouveauté dans le cas ou
la fonctionnelle de Hartree a plusieurs minimiseurs, ou un seul minimiseur
dégénéré. Dans le cas contraire® de meilleures estimations sont connues, avec
une erreur d’ordre N~! donnée par la théorie de Bogoliubov [LNSS 13, Sei 11,
GS 13,DN 14]. Voir [NS 14] pour des extensions de la théorie de Bogoliubov
au cas de minimiseurs multiples et/ou dégénérés.

; . .y L Sy
(@) Lexemple le plus simple assurant unicité et non dégénérescence est celui ot @ > 0 avec
% la transformée de Fourier de w.

La preuve du théoréme 7.3 occupera la section 3. On complétera ensuite la preuve
du théoréme 7.1 a la section 4.

Estimations quantitatives pour la théorie de
Hartree

Lidée principale de la preuve est d’appliquer le théoréme 4.1 sur un sous-espace
propre de basse énergie de 'opérateur a un corps
T=—A+V

agissant sur §) = L2(R%). Chypothese (7.9) assure que la résolvante de cet opérateur est
compacte et donc que son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres tendant
vers 'infini. On note P_ et P__les projecteurs spectraux correspondant aux énergies
respectivement plus grandes et plus petites qu’une certaine troncature A :

P_=1_o(T),P,=14—P_=P2. (7.29)
On notera
N, :=dim(P_$) = nombre de valeurs propres de T inférieures a A. (7.30)

Puisque la précision du théoreme de de Finetti quantitatif dépend de la dimension de
I’espace sur lequel on I’applique, il est clair qu’il nous faudra un contréle convenable
sur N,. Les outils pour obtenir ce controle sont bien connus sous le nom d’inégalités

de type Lieb-Thirring, ou plus précisément de Cwikel-Lieb-Rosenblum dans ce cas.

Nous nous servirons du lemme suivant :
Lemme 7.5 (Nombre d’états liés d’un opérateur de Schrédinger).
Soit V satisfaisant (7.9). Pour tout d > 1, il existe une constante C,; > 0 telle que,
pour A assez grand

N, < C AY/s+a12, (7.31)
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Démonstration. Quand d > 3, ceci est une application de [LS 10, théoréme 4.1]. Pour

d < 2, le résultat suit aisément en appliquant [ CSS 78, théoreme 2.1] ou [Sim 05, théoréme

15.8], voir [LNR 14c]. Les lecteurs familiarisés peuvent se convaincre que le membre de

droite de (7.31) est proportionnel au nombre de niveaux d’énergies attendu dans la limite

semi-classique. On renvoie a [LS 10, chapitre 4] pour une discussion plus poussée de ce

genre d’inégalités. O
Le raisonnement que nous allons implémenter est le suivant :

1. Les vecteurs propres de T forment une base de L*(R%) sur laquelle les N bosons
doivent se répartir. Les méthodes du chapitre 5 fournissent la bonne fagon
d’analyser la répartition des particules entre P_§) et P §).

2. Sila troncature A est choisie assez grande, les particules vivant sur les niveaux
d’énergie élevés ont une énergie par unité de masse bien plus grande que ’énergie
de Hartree que I'on cherche & obtenir. Il ne peut donc il y avoir que peu de
particules sur les niveaux d’énergie élevés.

Les particules vivant sur P_$) forment un état de .Z, fN (P_9) (espace de Fock
bosonique tronqué). Puisque P_$ est de dimension finie, on peut se servir du
théoréme 4.1 pour décrire ces particules. Ceci donnera I’énergie de Hartree
a une erreur pres, qui dépend de A et du nombre attendu de particules P_-
localisées. Plus précisément, au vu de estimation (4.2), il faut s’attendre a ce
que Lerreur soit du genre

bl

(A+NPyx N,
N

(7.32)

b

i.e. dimension de 'espace localisé x norme d’opérateur du Hamiltonien restreint
a cet espace localisé / nombre de particules localisées.

>

1l s’agit ensuite d’optimiser la valeur de A en gardant I’heuristique suivante en
téte : si A est grand, il y aura beaucoup de particules P_-localisées, ce qui favorise
le dénominateur de (7.32). En revanche, prendre A petit réduit le numérateur
de (7.32). La valeur optimale obtenue en considérant ces deux effets donne les
taux d’erreur du théoréme 7.3.

Démonstration (du théoréme 7.3). La borne supérieure dans (7.28) se prouve comme
d’habitude en prenant un état test de forme ¢®V. Seule la borne inférieure est non triviale.
On procede en plusieurs étapes.

Etape 1, troncature du Hamiltonien. Il s’agit d’abord de se convaincre qu’il est légitime
de raisonner uniquement en termes de particules P, et P_-localisées comme nous I’avons
fait ci-dessus. Cest I’objet du lemme suivant, qui estime le Hamiltonien a 2 corps

H=T@l+18T +w, (7.33) o

2

en fonction de sa restriction aux systemes P_-localisés P ® P_ H, P_ ® P_ et d’une borne e
grossi¢re sur I’énergie des particules P, -localisées. v".U
Lemme 7.6 (Hamiltonien tronqué). On suppose que A > CN¥p pour une constante :&D;
C assez grande. On a alors <
(s

A 36NP =

H,>P_®P _H,P_ ®P_ + EP+®P+_T (7.34)

Démonstration. On note

H}=H ®1+1®H, (7.35)
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le Hamiltonien a deux corps sans interaction. On peut alors écrire
M= (4P )T (P4r)"= Y Penner,
i,jkle{—+}
= Y P@PHP,®P, (7.36)
i, E{—t)

En effet,
P1®P]H20P/e®Pé:O
sii#korj#{, puisque T commute avec P, et que P_P,_ = 0. On note ensuite

que
P H,P, > AP, et P H,P_>—CP_,

ce qui donne
P, ®P H)P,®P,>2AP ®P,
P,®P_H)P,®P_>(A—C)P,®P_
PP H)P ®P,>(A—C)P,®P_.
Ainsi,
H}>P ®@P_ H)P_®P_+(A—C)P,®P, +P_®P +P,®P_). (7.37)
On se tourne vers les interactions :
wy=(P_+P)%wy (P_+P)¥= > P,®PwyP,®P, (7.39)
i,j,klE{—+}
et il s’agit de borner la différence
wy—P_®P_wyP_®P_

en controlant les termes non diagonaux (z,7) # (k,¢) de (7.38) en fonction des
termes diagonaux. A cette fin, on écrit

wy = (wy)" —(wy) "~ avec (wy)* >0

et on va utiliser le fait bien connu que les éléments diagonaux d’un opérateur auto-

adjoint positif contrélent les éléments hors-diagonaux ©.

Comme w3 vus comme opérateurs de multiplication sur L2(R??) sont positifs, on a

pour tout b >0 et tout (z,7) # (k,{)
(6P, @ P, x£b7"’P,® P,) wi; (b'*P,® P, £b7'1?P, @ P,) > 0.
En combinant ces inégalités de maniere appropriée, on obtient
P,®P; wy P,®P;+P,®P, wy P,@P, >—bP,®P;|wy|P,®P,—b ™' P,@P|wy|P,®P,
pour tout & > 0. On rappelle alors qu’en tant qu’opérateur

lon| < [lwyll e < NP

=
»
>
[}
]
&=
-9
»
)
(=]
=
&)

et on choisit b = 12N# /A, ce qui donne

12N?°
P;®P,wyP,®P;+P,®P,wy P, @, >—

A

: > . v s 1,
(5) Cf pour une matrice hermitienne positive (m; ),<; <, I'inégalité 2|m; ;| <m, ; +m, .
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On applique cette borne a tous les termes (z, 7, k,£) de (7.38) oli au moins un indice
differe de — pour obtenir

36N2P
wy 2P P wyP_ QP — P_®P_
A 48N%P
_(3+ n (P.®P,+P, ®P +P,®P,). (7.39)

En combinant (7.37) et (7.39), on obtient pour tout A > 1 la borne inférieure

243
H2>P_®P_H2P_®P_—36N P_®P_
2N 48N%P
(3— n —C|(P_.®P,+P,®P_+P QP,)

Puisque I'on suppose A = CN?# pour une grande constante C, on peut utiliser
P QP <letP ®P,, P ®P_>0pourdéduire
36N2F A

H,>P_®P H,P ®P —~——+°P,®P,,

ce qui conclut la preuve. O

Etape 2, estimation de I’énergie localisée. Soit ¥, un minimiseur pour 'énergie a N
corps, Iy = [W ) (¥ | et
(n) _
=TIy ]
les matrices réduites correspondantes. Nous pouvons maintenant raisonner uniquement
en termes des états P_ et P, -localisés définis comme au lemme 5.2 par les relations

(G)" =Py Pe". 7.40)

On rappelle que Gj; sont des états sur I'espace de Fock tronqué, z.c.
N
> Tre[Gy =1 (7.41)
k=0

Nous comparons maintenant ey; et ’énergie localisée de I}, définie par le Hamiltonien
tronqué du lemme 7.6 :

Lemme 7.7 (Borne inférieure pour ’énergie localisée). Si A > CN28 pour une

constante C assez grande, ona

1 »1 A - AN, A
ST [P P H,P &P 1|+ oo (P, @P. ] >ey— Ct—Cor 74
La preuve de ce lemme consiste en une application combinée du théoréme 4.1 et des
méthodes du chapitre 5. On va définir une mesure de de Finetti approchée en partant de
Gy Lidée est proche de celle que nous avons utilisée pour la preuve du théoréme de de
Finetti faible a la section 3 :

N —1

N kY . _

duy(n)=Y (2> (2) dim ((P_9)} ) (#®*, Gy, u®* ) du (7.43)
k=2

ou du est la mesure uniforme sur la sphére SP_$). Le choix des poids dans la somme

ci-dessus vient du fait que 'on cherche a approximer la matrice de densité & deux corps

localisée P @ P_ ;/;f )P_ ®P_, ce qui est 'objet du

@
=
=}
@
i
=
-
Y
[¢]
<
2
2
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Lemme 7.8 (De Finetti quantitatif pour un état localisé). Pour tout A >0, ona

8N,
PP [ ) (| < 2

Tr < .
2 s X N

Démonstration. A normalisation prés, Gy, est un état sur (P_§))®*. En appli-
quant le théoréme 4.1 avec la construction explicite (4.6), on a donc

Trﬁz < 8% Trﬁk [G];JJ

Te (G = [ 1) et
)

avec

duy ()= dim(P_$)* <I/t®k, G;’ku®k>dw.
Au vu de (7.40) et (7.43) on déduit

Trﬁz

Py [l )

SP_$

2

1l reste alors a utiliser la normalisation (7.41) et

N\ (k) _ k(k—1) _k
2 2)  NN—1) N

pour conclure la preuve. O

On peut maintenant passer a la

Démonstration (du lemme 7.7). On commence par le terme P_-localisé. Par cy-
clicité de la trace on a

Tr[P.@P_H,P_®P_y(|=Tr[P_.®P H,P_®P_ (P.®P y\'P_®P_)|.

On applique alors le lemme 7.8, ce qui donne

8N,
Trg PEDZYJ(\?)PE’Z—/ |2} (12| d g ()| < TA
SP_$
D’autre part, on a bien slr
|P.®P_H,P_@P_|| <2A+||wy|l; <3A (7.44)

en norme d’opérateur, et donc

STe[p_ep HP oP Y] > / Trgs [H ) (19%]] d yy — o
2 2 SP_§H N
CAN,
= Eylnld uy— N A (7.45)
SP_$

Par le principe variationnel &4[#] > e}y, on déduit

N —1
bl e an a3 (V) (4) o fo5) - C%
k=2

(7.46)

=
»
>
[}
]
&=
-9
»
)
(=]
=
&)

ot le calcul de [ d uy est immédiat par la formule de Schur (4.5).

NN\ R\ SN -
<;;(2> (2)/€AT”"’" [Gral
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Pour les termes P, -localisés on utilise (7.40), (5.10) et (5.12) pour obtenir

A AL (N [k
ZTr[P+®P+y]<\12>P ®P]=" > <2) (2) Tr (G|

k=2

I:N_z( ) (N k’) Tr[Gyu].  747)

En rassemblant (7.46), (7.47) et en rappelant que

() (- () (7)<

on trouve

1 A
STe[P_@P H,P Py + L TlP ®P, v?]

2
a k2 N—FEP A\ C(eyl+A) CAN
Z;Tr[ ]( 6H+( N2 ) Z)_ |eJ}\Iz|z - N7

Le premier terme d’erreur vient du fait que les sommes dans (7.46) et (7.47) ne vont
pas exactement de 0 a N, et nous avons utilisé la normalisation des état localisés (7.41)
pour contrdler le terme manquant.
1l est facile de voir que pour tout p,q,0< A< 1

2’

pA+q(1=2P=p—1.

q
On prend alors p = ¢y, ¢ = A/4, A = k/N et on utilise (7.41) & nouveau pour
déduire

A
Tr[P_®P H,P_®P_ 1]+ S TP o P, )

e C(leg|+A)  CAN,
A N2 N

>6H_

de (7.48). Il reste a appliquer I’estimation simple
len] < C 4 ||wyll,0 SCHNP L CHA (7.49)

pour obtenir la borne inférieure désirée. O

Etape 3, optimisation finale. Il ne nous reste qu’a optimiser la valeur de A. En effet, on

rappelle que par définition -oc?
E(N) @
N 2 Trsz[ z}/N ] "?U
avec le Hamiltonien a deux corps (7.33). En combinant les lemmes 7.6 et 7.7, on a la §
borne inférieure i b
E(N CN? AN, A =
( )>€H— —Cc—A_Cc— =3

A N N2

pour tout A > CN?**# avec C assez grand. En utilisant le lemme 7.5, ceci se réduit a

E(N) - - CNZd,E B A1+d/s+d/2
A N
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En optimisant par rapport a A on obtient
A=N* (7.50)

avec

1+2d3
PO M
4s+ds+2d

et la condition ¢ > 2d 3 dans (7.27) assure que L 3> N**# pour N grand. On conclut donc

=

E(N)

> T > eH_CdN—t+2dﬂ’

ey

ce qui est le résultat désiré. O

Remarque 7.9 (Note pour plus tard). En suivant les étapes de la preuve plus pré-
cisément, on obtient des informations sur le comportement asymptotique des mini-
miseurs. Plus spécifiquement, revenant a (7.45), utilisant le lemme 7.6 et ignorant les
termes P, localisés qui sont positifs, on a

E(N 1
w2 S0 > SR o) [ 6k ing(w)+ol)

et donc
oV)> [ (6l =) dpn(o) &
9

quand N — oo. Nous ne spécifions pas ici (¢f- le point (3) de la remarque 7.2) I'ordre
de grandeur exact du o(1) obtenu par optimisation finale de I’étape 3 ci-dessus.
Lestimation (7.51) dit moralement que u,, doit étre concentrée sur les minimiseurs
de &4, ce dont nous nous servirons pour prouver le théoréme 7.1.

De Hartree a NLS

Il nous reste a déduire le théoréme 7.1 comme corollaire de I’analyse ci-dessus.
On commence par le lemme suivant

Lemme 7.10 (Stabilité des fonctionnelles a un corps).
On considere les fonctionnelles (7.25) et (7.6). Sous les hypotheses du théoreme 7.1, il
existe un minimiseur pour &,;.. De plus, pour toute fonction normalisée # € L*(R¢)

ona
- el < C(Eulu]+C) 7.52)
>
§ et
& )
Gl — 6]l <N (14 [ [9ap) 7.5
1 ]Rd
o /’

Par conséquent

|eH_ nls| < CN_ﬁ (754)

Démonstration. Les hypotheses de stabilité que nous avons faites garantissent que les
suites minimisantes pour la minimisation de &, sont bornées dans H'. Chypothése (7.3)

https://spartacus-idh.com
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permet d’estimer aisément la différence entre les fonctionnelles de Hartree et NLS pour des
fonctions bornées dans H'. Les détails sont omis, on peut les trouver dans [LNR 14c]. O

Nous somme maintenant armés pour compléter la dérivation de la fonctionnelle

NLS.
Démonstration (du théoréme 7.1). Combiner (7.54) avec (7.28) conclut la preuve
de (7.20). Il reste donc a prouver la convergence des états, deuxiéme point du théoréme.
On procede en quatre étapes :
Etape 1, compacité forte des matrices densité. On extrait une sous-suite diagonale
le long de laquelle
w = 7.55)

quand N — oo, pour tout # € N. On a par ailleurs
Te [y | = Tr[(—a+ V)i <c, (7.56)

indépendamment de N. Pour le voir, on choisit un a > 0 et on définit

Z(—A +V(x)+ ]{:’1 3> NPw(NP(x;—x,))

=1 1<i<j<N
auquel on applique le théoréme 7.3. On trouve en particulier Hy , 2 —CN et on déduit

(Un, Hy W) S
N

ce qui donne (7.56). Comme H; = —A + V est a résolvante compacte, (7.55) et (7.56)
impliquent que, a une sous-suite pres, yl(vl ) converge fortement en norme de trace. Comme

1 >_Cl4a)' +—2Tr[HyV
nls+0() ( +a) +1+a [ 1YN]

noté précédemment, le théoréme 3.4 implique que . aussi converge fortement pour
nzl.

Etape 2, définition de la mesure limite. On allégera les notations en notant 7y la
meilleure borne sur |E(N)/N —e, | obtenue précédemment. Soit d u,, définie comme
au lemme 7.8, satisfaisant

nls

pn(SP_9) ="Tr [P22y P |

Ona
8N Al+d/:+d/2
—Agc

<C—— —=0.

Tr
N N

Prps— [ o] <
]

On peut d’autre part déduire des estimations d’énergie de la section 3 un contrdle sur le
nombre de particules excitées :

1= up(SP_H) ="Tr [(1—P®) | < A. (7.57)

Par I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit

Al+d/s+d/2 \/T
<C——+C/ X, 7.58
< N + A (7.58)

On note maintenant Py, le projecteur spectral de H, sur les énergies sous une troncature

Tr

@
=
=}
@
i
=
-
Y
[¢]
<
2
2

O I 0 (PN
SP_$

K, défini comme en (7.29). Comme }/;\12) —yPetPe—1
im Jim uy(SPe9)=1
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Cette condition permet d’utiliser le théoréme de Prokhorov et [Sko 74, lemme 1] pour
assurer que, apres éventuellement extraction d’une sous-suite, 1, converge vers une
mesure u sur la boule B). En passant a la limite, on trouve

P = [ )
B$
et il s’ensuit que u est a support sur la sphére S5 puisque Tr{y?] =1 par convergence

forte de la sous-suite.

Etape 3, la mesure limite ne charge que les minimiseurs NLS. En utilisant (7.51) et
7
[y (SP_9)=1+0 (XN) ,

on déduit que
| (Eulnl—edu o <ot
sP_5

dans la limite N — oo. Par les estimations du lemme 7.10, il s’ensuit que, pour une
constante B assez grande (indépendamment de N),
BZ
o[ < [ (Ealn— e dunln <o)
[IVull 2>B IVl 228

et

[ (Gulilen)dun <CO+BNF+ [ (6 lu1—a)duy() <o)
[IVull2<B

[IVall 2<B

En passant a la limite N — o0, on voit maintenant que 4 a son support dans ...
A ce stade, en utilisant (7.58) et la convergence de u, on a, fortement en norme de trace,

@) ®2\/, ®2

W= [ ),
M

ou u est une probabilité a support dans ./, .. En prenant une trace partielle, on obtient

W= | ) uld )
M,

nls

et il ne reste donc plus qu’a obtenir la convergence des matrices densité réduites d’ordre
n>2.

Etape 4, matrices densité d’ordre élevé. On veut obtenir

W= [ ) d (),
“/{nls

en norme de trace quand N — co. Vu la définition de y;, il suffit de montrer

Tr -0 (7.59)

W= [ ld ()
SP_$%

. . 2 .
ou uy est la mesure définie en appliquant le lemme 7.8 a ;/](V). Pour ce faire on commence
par approximer }/]<V” ) en utilisant une nouvelle mesure, a prior: différente de 1, = 12,

N —1
duy(m)=>" (ZZ ) (i) dim(P_)k (4, Gy, u® ) du. (7.60)
/e:n
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En procédant comme 2 la preuve du lemme 7.8, on obtient

nN
Trg, Pf’”}/](\;’)Pf’” —/ | ®" W (u®" |d ui ()| < CTA (7.61)
SP_§
Une estimation similaire a (7.57) montre ensuite que
Tog | A= [ )" d )|
SP_$

En utilisant a nouveau la borne

() (2)=(3) ooy

ainsi que I'inégalité triangulaire et la formule de Schur (4.5), on déduit de (7.61) que

()-8 Yo

N

Telp = [ )l o)
]

2 2
k
- (—) Trge G| +0(1). (7.62)
Finalement, en combinant les différentes bornes obtenues, on a

XN: (%)ZTrYJk [G&k] —1

k=2
mais, par (7.41), il suit que
N 2
k _
S () Teoi [Gra] =1
&=0

On peut donc appliquer I’inégalité de Jensen pour obtenir

N RN N a2 n/2
1>Z(ﬁ) Try [Gy,] = (Z(N) Tre {G];JJ) —1.
k=0

k=0

Il ne reste qu’a insérer ceci et (7.41) dans (7.62) pour conclure la preuve de (7.59) et donc
celle du théoréme. O

@
=
=}
@
i
=
-
Y
[¢]
<
2
2
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ANNEXE A

USAGE QUANTIQUE DU THEOREME
CLASSIQUE

Cette annexe est consacrée a une preuve alternative d’une version plus faible du
théoreme 3.5. La méthode, introduite dans [Kie 12] est de portée moins générale que
celles décrites précédemment, ce qui est inévitable puisqu’elle consiste en I’application
du théoreme de Hewitt-Savage (de Finetti classique) a un probleme quantique. Nous
suivrons ici une note non publiée de Mathieu Lewin et Nicolas Rougerie [LR 12].

Dans certains cas (absence de champ magnétique essentiellement), la fonction
d’onde ¥), minimisant une énergie a N corps peut-étre choisie strictement positive.
Le fondamental du probleme quantique peut alors étre entierement analysé en termes
de la densité a N corps py, = | ¥y [? qui est un objet purement classique (mesure de
probabilité symétrique) dont la limite peut-étre décrite a I’aide du théoréme 2.1. Cette
approche ne fonctionne toutefois que sous certaines hypotheses sur le Hamiltonien a
un corps du probléme, beaucoup plus restrictives que celles évoquées a la remarque 3.1.

i) Formulation classique du probléme quantique

On considere ici un Hamiltonien quantique & N corps agissant sur L*(R4N)
N

HN:Z(Tj+v<xj))+ﬁ > w(x—x;) (A.1)
j=1 1<i<j<N
ou les potentiels de piégeage V et d’interaction @ sont choisis comme a la section 1.
En particulier on suppose que V est confinant. Nous aurons besoin d’hypotheses
assez fortes sur Popérateur 7' décrivant I’énergie cinétique des particules. ’approche
présentée dans cette annexe est en effet basée sur la notion suivante :

Définition A.1(Energie cinétique a noyau positif). |

On dit que T est 4 noyau positif si il existe 7(x,y) : RY x R? — R* tel que
W19 = ([ T — o) drdy (1)

pour toute fonction ¢ € L2(R%).
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Il est bien connu que I’énergie cinétique pseudo-relativiste est de cette forme. On
aen effet

d+1
— [$() =)l
(g V=B ) = n+1/z //R e |d+1 dxdy,  (A3)

voir [LL 01, théoreme 7.12]. Plus généralement on peut considérer 7 = |p[’,
0<s<2:

et =(piarg)=ci, [ M asi

en rappelant la correspondance (1.24).
L’énergie cinétique non-relativiste ne rentre pas dans ce cadre, mais on peut
toutefois lui appliquer les considérations de cette annexe car

(=D ) / VP =Clim(1 / /R dxw“”li’“_ |d+2|dxdy A4)

C,= (/ cos@da)
gd—1

ot §%~ est la sphére euclidienne munie de sa mesure de Lebesgue o, et & représente
’angle par rapport a la verticale. On peut donc voir —A comme un cas limite de
la Définition A.1. La formule (A.4) est démontrée dans [BBM 01, Corollaire 2]
et [MN 78], voir aussi [BBM 02, MS 02].

Les cas notoirement exclus du cadre ci-dessus sont ceux avec champ magné-
tique T=(p+A)* et T =|p + A|, que 'on peut traiter avec les méthodes du corps de
ces notes, mais pas celles de cet appendice.

avec

Une conséquence importante du choix d’énergie cinétique fait ici est qu'on a par

Iinégalité triangulaire
(T4 =41 TI4)
et donc I’énergie totale a N corps
En[Un]= (U, HyWy),

satisfait

EnlWn]= En [[Wnl]-
L’énergie fondamentale peut donc se calculer en prenant uniquement des fonctions
test positives

E(N)=inf {6,[Ty], ¥y € LAR™)} =inf {6,[y], ¥y € LARN), ¥, >0} .
(A.5)
Cette remarque permet de démontrer un fait évoqué précédemment : le fondamental

bosonique est identique au fondamental absolu dans le cas d’une énergie cinétique de
forme (A.2) ou (A.4), voir [LS 10, chapitre 3].

On rappelle la définition de la fonctionnelle de Hartree :

Gl = Tu)+ | VI +3 [ lueote—)iutrPdxdy,

I'infimum étant noté eg;. Nous allons dans la suite de cette annexe prouver I’énoncé
suivant, qui est une variante un peu affaiblie du théoréme 3.5 :

https://spartacus-idh.com
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r—( Théoréme A.2 (Dérivation de la théorie de Hartree, énoncé alternatif). }

On fait pour V et w les hypotheses de la section 1, en particulier (3.11). On suppose
de plus que 7 est soit & noyau positif au sens de la définition A.1, soit un cas limite
de cette définition, comme en (A.4). On a alors

. E(N)
L = =
Soit ¥y, 2> 0 un fondamental de H,, réalisant 'infimum (A.5) et

pg\?)(xl,...,xn) = / [Ty (g eemsxp )P dxy g oo dxy
RAN—n)

sa n-ieme densité réduite. Il existe une mesure de probabilité u sur .4, 'ensemble
des minimiseurs de & (modulo une phase), telle que, le long d’une sous-suite

A}im Iog\’;):/ |u®”|2d,u(u)pourtoutn€N, (A.6)

fortement dans L' (Rd”) . En particulier, si e;; 2 un minimiseur unique (modulo

une phase constante), alors pour toute la suite

lim pg\',l) — | ? pour tout 7 €N, . (A.7)

N—oo

Remarque A.3 (Unicité pour la théorie de Hartree). Dans le cas d’une énergie
cinétique a noyau positif, I'unicité pour la théorie de Hartree est immédiate si w = 0.
En effet, 'énergie cinétique (¢, T'¢)) est dans ce cas une fonction strictement convexe
de p = /.|¢|2, voir [LL 01, chapitre 7]. Si w est positif, I’énergie & est donc elle-
méme strictement convexe en p.

Le cas particulier ou 7' = —A a été obtenu par Kiessling dans [Kie 12], et nous
suivrons sa méthode de preuve pour le cas général. Elle consiste a traiter le probléme
quantique comme un probléme purement classique, ce qui explique que nous n’ob-
tiendrons que la convergence des densités réduites (A.6) au lieu de celle des matrices
de densité réduites (3.18). On continue dans la direction de (A.5) en écrivant

E(N)=inf {8, [/ay], uy € 2,(R™N)} (A.8)

ol uy, joue le rdle de |y |? et on s’est servi du fait que 'on peut supposer ¥y, > 0.
L'objet que nous avons a traiter est une probabilité symétrique de N variables, et notre
stratégie sera similaire a celle employée pour la preuve du théoréme (2.6) :

e Puisque le probléme est confiné, on pourra passer aisément a la limite et obtenir
un probléme pour un état classique & nombre infini de particules u € 2 (RY).

On utilisera alors le théoréme 2.1 pour décrire la limite u™ de M%) , pour tout
n, par une unique mesure de probabilité P, € 2 (& (R%)).
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e Le point subtil est de démontrer que ’énergie limite est bien une fonction
affine de y, ce qui utilise de maniere essentielle le fait que I’énergie cinétique
est & noyau positif (ou un cas limite de telles énergies), ainsi que le théoréme de
Hewitt-Savage.

Ces deux étapes sont contenues dans les deux sections suivantes. On conclura
brievement la preuve du théoreme A.2 dans une troisieme section.

Passage a la limite

Le probleme limite que nous allons obtenir est décrit par la fonctionnelle (com-
parer avec (2.50))

E[ 1] ::lirrlrisolip%T (\/‘u(n))
+ [ Veraws [ wle—ndu®e), 09

ot u € P (R et on a posé

T (V)= v ZT Vi, (A.10)

pour toute mesure de probabilité u, € 2 (Rd").

Lemme A.4 (Passage a la limite). Soit u, €22 (R?N) réalisant I'infimum dans (A.8).
Le long d’une sous-suite on a

w) =, u e 2 (R

pour tout 7 € N, au sens des mesures. La suite ( ‘u(”)) . définit une mesure de
ne

probabilité u € 2 (RN et on a

. S
1}\§r_1>1£f N = E[u]. (A.11)

Démonstration. Lextraction des limites u® fonctionne comme en section 3. Lexis-
tence de la mesure u € 2, (R%Y) également, en utilisant le théoreme de Kolmogorov.
Passer a la limite inférieure dans les termes

*Z/M Dy (xpseoxy) = / Vix)dpd(x)

ct
Z / w(x; —x;)d py(xps. . // w(x—y)du\d(x,y)
1<z< <N RAN Rd xR4

utilise les mémes idées qu’aux chapitres 2 et 3, nous n’élaborerons pas plus sur ce point.
Le point nouveau est le traitement de I’énergie cinétique en vue d’obtenir

liminf%T (y/Hy) = limsup 1T (\/ /L(">> . (A.12)

N—oo n—oo 1N

https://spartacus-idh.com
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Pour ce faire, on note ¥, = u3, un minimiseur dans (A.5) et on a alors

N

1 1

T (VER) = 5 Te | 20T 1) (1
j=1

1 2 "
= ;Tf ZY}}/I(\[>
j=1

ou ;/;\7 ) est la n-iéme matrice de densité réduite de W,,. Il sagit d’un opérateur A trace, que
'on décompose sous la forme

+oo
=D Al Lt (k]
k=1

avec #* normalisé dans L2(R%*) et S°5° | A7 = 1. En insérant cette décomposition dans

I’équation précédente et en rappelant (A.10), on obtient par linéarité de la trace

T W) = 3 AT (Vi)

ou I'inégalité utilise la convexité de I’énergie cinétique en la densité p, déja rappelée a la
remarque A.3, ¢f. [LL 01, chapitre 7]. Dans la derniére égalité

o
ky, k
P = Alusl
k=1

est la densité @ de y” et il est aisé de voir que
N (O 2
Py =FPN —/RM_”) [P (s en )P, g - dxy,s

ce qui donne 1 1
(n)
NT(\/IU‘N)>;T< MN>-
Pour obtenir (A.12), il ne reste plus qu’a passer d’abord a la limite inférieure en N (en
utilisant le lemme de Fatou), puis a la limite supérieure en 7. O
La notion d’énergie cinétique a noyau positif est déja cruciale a ce niveau. C’est
elle qui garantit la propriété de convexité que nous venons d’utiliser. Elle va jouer un
role encore plus important a la section suivante.

Le probléme limite

Il s’agit maintenant de montrer que la fonctionnelle (A.9) est affine sur 2 (RIY).
Les deux derniers termes le sont évidemment, ce qui n’est pas surprenant puisque ce
sont des termes de nature classique. Il suffit donc de montrer que le premier terme,
qui encode I’aspect quantique du probleme, est également linéaire en la densité :

(1) Formellement, la partie diagonale du noyau.
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Lemme A.5 (Linéarité de I’énergie cinétique limite). La fonctionnelle

T () :=limsup lT (m)

n—oo N

est affine sur 2, (R4Y),

Klesshng [Kie 12]a donné une preuve tres élégante de ce lemme dans le cas de
’énergie cinétique non relativiste. Il note que dans ce cas

T (Vi Z/W z/w

et que la derniére expression est identique a I'information de Fisher de la mesure
de probabilité 4. La quantité que nous étudions peut donc s’interpréter comme
une « information de Fisher moyenne » de la mesure ¢ € 2, (R?Y), en analogie avec
’entropie moyenne introduite en (2.50).

Cette quantité a une connexion intéressante avec I’entropie classique d’une mesure
de probabilité. En faisant évoluer u™ suivant le flot de la chaleur, on peut montrer
qu’a chaque instant le long du flot, 'information de Fisher est la dérivée de I’entropie.
Puisque le flot de la chaleur est linéaire et que I’entropie moyenne est affine (¢f. le
calcul simple présenté lors de la preuve du théoreme 2.6, issu de [RR 67]), Kiessling
déduit que I'information de Fisher moyenne est affine. Un autre point de vue sur
cette question est présenté dans [HM 14, section 5].

On suivra ici une approche plus pédestre qui a I’avantage de s’adapter aux énergies
cinétiques générales décrites a la définition A.1, entre autres Iénergie cinétique pseudo-
relativiste.

Démonstration. Le théoréme 2.1 implique que 22, (R?Y) est I’enveloppe convexe des
mesures de probabilité symétriques caractérisées par u™ = p®", o € P (R?). Pour
prouver le lemme, il suffit donc de prendre

g log u™

p=p" w=p5" M= st
avec p,, 0, € 2(R?), p, # p, et de démontrer que
|7 (VB) =37 (vm) =37 (V)| S o(m) =0 (A.13)

quand 7 — 00. Par symétrie de u et au vu de la définition A.1, il s’agit de calculer

T — dx T
(\/ﬁ) 7 ./]1@("*1) //]Rd xRd

ol on a noté

(A.14)

X=xp.5%,), Y=0p%...,x,), X=(x...,x,).

Nous commencons par prétendre que pour tout X,Y

(X, 7)|= IIM— Ve[ = |V V| - V- mm)z\
., 1/2 , .
<C<Hp1<xj>pz<xj>> (|Vorted— o] + Vet —ve0| )
j=2

(A.15)

https://spartacus-idh.com



© Spartacus-Idh 2019

ann. A sec.3 Le probléme limite 113

Nous allons prouver (A.15) dans le cas

P2(1) S palxy) et o1 (31) < o4 (x) (A.16)
en laissant au lecteur les adaptation nécessaires pour les autres cas. On allége la notation

en posant u; = /g;, U, =/p%".

Apres avoir développé les carrés on obtient

20X, V) =UX)U(Y)+ U(X)U(Y)
—UX)UAY)+ UR(X)UR(Y )+ UA(X)UZ(Y) + UAX)UX(Y).

Ensuite
U X)UAY) + URX)UR(Y) + UXOUZ (V) + U X)UR(Y)
= (U X))+ GOUY) + U TE(Y)
+ U (X)UR(Y) =20, () U(Y ) U (V) Uy(X)

et donc,
2V = [(UEOTY) + LX) Uy(Y)

y <1_ \/1+ URX)UZ(Y) + U(X)UR(Y) = 2U,(X) UZ (V) U,(Y) U <X>> ‘

<U1<X>U< )+ U<X>Uz< )Y

UAX)UF(Y) + UFX)UE(Y) —2U0,(X) U (Y) Uy (Y) Uy(X)
UX)u(Y +U(X)U(Y)

(i
(i1

%2(3’1)2 —u 2
< (J[[Z ”1(x7>”2(xj)) (Ml(x1)%1(y1) + 1y(x) )y (y;) (i) 00

(7, u —alx )Y
”1(x1)”1(y1)+”2(x1)”2(3’1)( ) 2(41) )

Lestimation (A.15) suit immédiatement dans le cas (A.16) et par des considérations
similaires dans les autres cas.

En insérant (A.15) dans (A.14) et en rappelant (A.10) on obtient

|, (x;) ”2(3’1 —u (yl)”z(x1)|

> JEACIYREACHLACY!

EA x)—uy(y,)) +uy (3’1)(%2(3’1)_”2(x1))|2
g (x )y (yy) + 1%y (97)

n—1
(v T (vm) T (vm)|<en ([ vave) (T e+ T ()
(A.17)
par Fubini. On peut supposer que T (,/p;) et T (,/@;) sont finis, sinon toutes les quan-
tités que nous évaluons sont égales a +00 et il n’y rien a prouver. Il reste a noter que

1
3:=/Rd«/ﬁm<5(/wp1+/wpz)<l

puisque p; # p, par hypothese. On conclut que
|7 (vB) =37 (yam) =37 (V)| < Cno™
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et 87! — 0 quand 7 — +o00, comme désiré.
Pour traiter le cas de ’énergie cinétique usuelle, on applique d’abord le raisonnement
ci-dessus a I’énergie 7, définie par le noyau positif

T.(x,y) = Cylx —y[4+>).

avec 0 < s < 1fixe, pour obtenir I’analogue de (A.17) avec T = T,. On multiplie alors cette
inégalité par (1—s) puis on en prend la limite s — 1. Utilisant (A.4), ceci donne (A.17)
avec T ’énergie cinétique non relativiste. On peut ensuite passer a la limite 7 — oo pour
obtenir le résultat souhaité. O

Conclusion

La borne supérieure est comme d’habitude triviale en prenant un état test factorisé.

En combinant les lemmes A.4 et A.5 ainsi que la représentation de u, donnée par le
théoréme 2.1, on déduit

.. .E(N) / }
liminf =6 82
iminf — {WW)P u(p)
= / & [0 dule)
P (RA)

= ulvAldue)> [ endulo)=cn
P (R4) 2 (R)

ce qui fournit la convergence de I’énergie. La convergence des densités réduites suit en
notant qu’il doit y avoir égalité dans toutes les inégalités précédentes.

https://spartacus-idh.com
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ANNEXE B

BOSONS EN DIMENSION FINIE A
GRANDE TEMPERATURE

Nous avons, jusqu’a présent, considéré des systémes quantiques de champ moyen
uniquement a température nulle, et obtenu quand N — oo des mesures de de Fi-
netti concentrées sur les minimiseurs de la fonctionnelle d’énergie limite. Il est pos-
sible, en prenant une limite de grande température en méme temps que la limite
de champ moyen, d’obtenir une mesure de Gibbs a la limite. Dans cette annexe,
nous expliquerons ceci pour le cas de bosons dans un espace de dimension finie, en
suivant [Got 05,LR 13].

En dimension infinie, des problémes importants se posent, notamment pour la
définition du probléme limite. Les mesures de Gibbs non linéaires que I'on obtient
jouent un role important en théorie quantique des champs [Der 14, Sim 74, Sum 12,
Gal 85, GJ 87] et dans la construction de solutions peu réguliéres a I’équation de
Schrodinger non linéaire, voir par exemple [LRS 88, Bou 94, Bou 96, Tzv 08, BT 08a,
BT 08b,BTT 13,TT 10,de 11]. On renvoie a I’article [LNR 14b] pour des résultats sur
la limite « champ moyen/grande température en dimension infinie » et une discussion
plus poussée de ces sujets.

§) Cadre et résultat

Dans cette annexe, ’espace a une particule sera un espace de Hilbert £ de dimen-
sion finie

dim$H =d.
On considere le Hamiltonien de type champ moyen
a 1
j=1 1Si<j<SN

ou b est un opérateur auto-adjoint sur §) et w un opérateur auto-adjoint sur ) ® £
symétrique au sens ou

wn@v)=w(v®u), Yu,veESHN.



116 Bosons en dimension finie a grande température ann.B sec.1

La fonctionnelle d’énergie est comme d’habitude définie par
En[On]= (Wns HyWy)
pour Uy, € ®N § et s’étend aux états mixtes I, de HY = ®N § par la formule
EnlIy]=Tron [HyTy ]

Létat d’équilibre du systéme a température T est obtenu en minimisant la fonction-
nelle d’énergie libre

Inn]=En[Iy]+ T Tr[Ly logly ] (B.2)
parmi les états mixtes, ce qui donne pour minimiseur I’état de Gibbs
exp (—T'Hy)

N= Trlexp(—=T—1Hy)] (B3

Dénergie libre minimum est obtenue a partir de la fonction de partition (facteur de
normalisation dans (B.3)) comme suit :

Fy=inf{Zy[Iy]Iy € #(9")} =—T log Tr {exp (—%HN)} : (B.4)

On va s’intéresser au comportement de ces objets dans la limite
N —-o00, T=tN, tfixe (B.5)

qui se trouve étre le bon régime pour obtenir un probléme limite intéressant. On
va en fait obtenir a la limite une fonctionnelle d’énergie libre classique, que nous
définissons maintenant.

Puisque $) est de dimension finie, on peut définir d# la mesure de Lebesgue
normalisée sur sa spheére unité $§). Les objets limites seront des mesures de de Fi-
netti, donc des mesures de probabilité u sur §9, et plus précisément des fonctions
L'(§$),d ). On introduit pour ces objets une fonctionnelle d’énergie libre classique

Fali)= [ ululuod-te [ polog(pu)d ®.6)

dont on notera F,| 'infimum parmi les fonctions L! positives et normalisées. Il est
atteint par la mesure de Gibbs classique

exp (—t_léaH[u])

= 7
He fsy; exp(—t—1&y[n])du ®7)

etona )

Fy=—tlog (/ exp <—7£’H|:14]> du)
) t
Ici &y4[#] est la fonctionnelle d’énergie de Hartree
1

Eylu]= N <%®N,HNM®N>}§N = (u,hu)g+ % (n@u,wu@®u)g,. (B.8)

Le théoreme que nous allons démontrer, di a Gottlieb [ Got 05] (voir aussi [GS 09,
JDGMP 13]) est de nature semi-classique puisqu’il fait le lien entre les mesures de
Gibbs quantique (B.3) et classique (B.7) :

https://spartacus-idh.com
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r—( Théoreme B.1 (Limite champ moyen/grande température en dimension finie). }

Dans la limite (B.5), on a

Fy =—T logdim (6)) + NF,+ O(d). (B.9)
De plus, en notant }/](\? ) ]a n-ieme matrice de densité réduite de I’état de Gibbs (B.3),

- /S ) |1 ®" ) (1®" | g () (B.10)

fortement en norme de trace sur $”.

Remarque B.2 (Limite de champ moyen/grande température).

1. 1l faut comprendre ce théoréme comme exprimant essentiellement, dans le
cadre de cet exposé

Lom [ 1) N g
$9H

Détat de Gibbs est donc essentiellement une superposition d’états de Hartree.
Les notions de matrices de densités réduites et de mesures de de Finetti donnent
la bonne maniére de rendre ceci rigoureux. On verra que la mesure de de Finetti
(symbole inférieur) associé a Iy, par les méthodes du chapitre 4 converge vers
I cl(” )d u.

2. Notons que le premier terme dans I’expansion d’énergie (B.9) diverge tres
rapidement, voir (4.17). L’énergie libre classique apparait seulement comme
une correction. Vu la dépendance en la dimension d de ce premier terme, il
est clair que I’approche de cette annexe ne peut s’adapter telle quelle dans un
espace de dimension infinie.

3. Notre méthode de preuve différera de celle de [Got 05]. On exploitera plus
a fond le caractére semi-classique du probléeme en utilisant les inégalités de
Berezin-Lieb introduites dans [Ber 72, Lie 73,Sim 80]. La méthode présen-
tée [LR 13] doit beaucoup a l'article fondateur [Lie 73] et rappelle certains
aspects de [LSY 05].

4. 1l sera crucial pour cette preuve que le symbole inférieur de Iy constitue une
mesure de de Finetti approchée pour I. Cela nous permettra d’appliquer
la premiére inégalité de Berezin-Lieb pour obtenir une borne inférieure sur
I’entropie. Un nouvel intérét des constructions du chapitre 4 se révele donc
dans cette annexe ou on utilise non seulement I’estimation fournie par le
théoreme 4.1 mais également la forme particuli¢re de la mesure construite.

Inégalités de Berezin-Lieb

On rappelle la décomposition de I'identité (4.5) sur $ fournie par le lemme de
Schur. On a donc pour chaque état Ty, € #($V) un symbole inférieur défini comme

Uy =dim (.6?[) Tr {FN|M®N><M®N” .
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La premiére inégalité de Berezin-Lieb est I"énoncé suivant

Lemme B.3 (Premiére inégalité de Berezin-Lieb). Soit I}, € y(fjﬁv) de sym-
bole inférieur uy et f: RT — R une fonction convexe. On a

Te[£(Ty)] > dim (5) / 7 < = <53N)> du. B.11)

La seconde inégalité de Berezin-Lieb s’applique a des états ayant un symbole
supérieur positif (voir section 2). On peut, en fait, montrer que tout état a un symbole
supérieur, mais il n’est en général pas donné par une mesure positive.

Lemme B.4 (Seconde inégalité de Berezin-Lieb). Soit I}, € ,7(55?[) de sym-
bole supérieur uy >0,

Bo= [ ) (o) .12)
uesH
et / : RT — R une fonction convexe. On a

Te[f(Ty)] < dim (5) / 7 ( dlmmw)) du. (B.13)

Démonstration (des lemmes B.3 et B.4). On suit [Sim 80]. Comme I, est un état,
on le décompose sous la forme

I, = Z IV VR
avec Vi € 9N normalisé et 3, A4 = 1. On note

o =| (Vi) [

et par (4.5)ona
dim (sagv)/ h(wydu=(VEVE) =1. (B.14)
$9H
D’autre part, comme (V£), est une base de 7, pour tout # € S
2
> ukn =3 [(Vh ) =1, (8.15)
k k

Premiére inégalité. Ici u est le symbole inférieur de T et on a

pn(#)=dim 5N ZAN/‘N
et donc

H N MN . N b A
dim (6 )/sf,f(dlrn(f)f[)> du < dim ($); )/sg DL (A) nmdn

k

par I'inégalité de Jensen et (B.15), puis

dim () [ S7F (46) o= 32 f (4) =Telf @)
k k
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par (B.14).

Seconde indgalité. Ici Ty et uy, sont reliés par (B.12). On éerit
=Zk:f(ﬁ§3) =Zk:f((Vf$,FNV/5))
=Zk:f (/m MN(%)MQ(M)Q«’%)
Zdlm ) / (dlmégi)) ()
— dim (.say)/mf (%) du

en utilisant I'inégalité de Jensen et (B.14) pour montrer I'inégalité puis (B.15) pour
conclure. O

Nous avons présenté, ici, une version spécifique de ces fameuses inégalités. Il est
clair que la preuve s’applique plus généralement a tout opérateur auto-adjoint sur un
espace de Hilbert disposant d’une décomposition en états cohérents de forme (4.5).
Dans la section suivante, ces inégalités serviront a traiter le terme d’entropie en prenant
f(x)=xlogx. Ceci complétera le traitement de I’énergie utilisant le théoréme 4.1 et
fera le lien avec les considérations présentées au chapitre 4.

Preuve du théoréme B.1

Borne supérieure. On prend comme état test

= [ ) ao)d

$9

L’énergie étant linéaire en la matrice densité

Ey[Iy]= /S 6 [[®N) (u®N|] prg(w)dn =N /S  Bulelua(e)dn

Pour le terme d’entropie, on utilise la seconde inégalité de Berezin-Lieb, lemme B.4,
avec f(x)=xlogx, ce qui donne

test test . [Ud(l/t) He ( )
T log T < dim () | ions) l°g<dlm<fw> .

= —logdim () + | _pg()log(uta(w) .
$9
En sommant ces estimations on obtient
< Iy [T < —Tlogdim (HY) + NF,

puisque u  minimise 7.
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Borne inférieure. Pour |’énergie, on utilise les matrices de densité réduites comme
d’habitude pour écrire

EuII] = NTig, [brA)] + 5 T[]

En notant
un(n)=dim (ﬁiv) <14®N,FNM®N>

le symbole inférieur de Iy, on rappelle qu’il a été¢ démontré au chapitre 4 que

d

Teg [ = [ 1 st <€
d

Ty |14 / 5%2) (12| () .

Puisque nous travaillons en dimension finie, » et w sont des opérateurs bornés et il
s’ensuit que

8,y ] >N/Trﬁ b o) o] g (o)t + /Trﬁz (0] ®) (4] (w)du—Cd
_N/ w)du—Cd.

Pour estimer ’entropie, on utilise la premiére inégalité de Berezin-Lieb, lemme B.3,
avec f(x)=xlogx, ce qui donne

Tr[I logly ]2 dim (ﬁiv) . dﬁv(z;) log (dﬁ(%;)) du

= —logdim (5) + [ | n(log iy () d
Il ne reste qu’a grouper ces estimations pour déduire

= F\[T\]> —T logdim (9)) + NF [ uy]—Cd
—Tlogdim (%)) + NF,—Cd

| =1

Convergence des matrices de densité réduites. Le symbole inférieur
un(#)du est une mesure de probabilité sur I’espace compact ). On en extrait
une sous-suite convergente

puisque

par définition.

pn(u)dn — p(du) € 2(59)

et il s’ensuit des résultats du chapitre 4 que, pour tout 7 = 0 et le long d’une sous-suite,

](\}1)—>/ |®") (u®"|d u(n). (B.16)
$9H
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Les estimations d’énergie précédentes, une fois combinées, donnent

d
FaZz Falun]—Cy- (B.17)

C
Pour passer a la limite inférieure quand N — oo dans cette estimation, le terme
d’énergie est traitée comme dans les chapitres précédents. Pour le terme d’entropie,
on remarque que comme d # est normalisée

/ unloguydn =0
59

puisque cette quantité peut s’interpréter comme I’entropie relative de u,, par rapport
a la fonction constante 1. Par le lemme de Fatou, on déduit donc de (B.17) que

Fl > gcll:/u]

C

et donc que d u(u) = uy(#)du par unicité du minimiseur de 7. Lunicité de la limite
garantit également que toute la suite converge, et il ne reste qu’a revenir a (B.16) pour
conclure. O
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