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AVANT-PROPOS

Le matériel présenté ici est une version détaillée de mon cours Peccot, donné en
mai 2015 au Collége de France, ainsi que d’un cours donné a I'Université de Fudan
en octobre-décembre 2015, a I'invitation de Wang Shanwen. Nous présentons, sans
évoquer les points techniques pénibles, les principaux résultats et idées du travail
[DLB 17] en collaboration avec Arthur-César Le Bras, autour d’une conjecture faite
par Christophe Breuil et Matthias Strauch. Ainsi, le lecteur intéressé par les preuves
détaillées des résultats énoncés et partiellement démontrés ici devra aussi consulter
[DLB 17]. La conjecture de Breuil et Strauch fournit une réalisation géométrique
particulierement élégante de la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL,(Q,), pour beaucoup de représentations du groupe de Galois absolu de @, dans
la cohomologie cohérente de la tour de Drinfeld.

Le premier chapitre est un survol des résultats principaux, le but étant d’énoncer
proprement la conjecture de Breuil et Strauch. En particulier, nous rappelons rapide-
ment la construction de la tour de Drinfeld, la description des formes différentielles
sur le demi-plan de Drinfeld (que la conjecture de Breuil et Strauch essaie d’étendre
aux revétements du demi-plan). énoncé de la conjecture fait intervenir les corres-
pondances de Langlands et Jacquet-Langlands « classiques » pour GL,(Q,), ainsi que
celle p-adique. Nous rappelons ces constructions fondamentales, et leur lien avec la
théorie de Hodge p-adique.

Le deuxieme chapitre a pour but de démontrer une version tres faible, mais cru-
ciale de la conjecture. Il utilise pleinement des méthodes globales, essentiellement une
combinaison du théoréeme d’uniformisation p-adique de certaines courbes de Shimura
(dt & Cerednik et Drinfeld) et du théoréme de compatibilité local-global d’Emerton
(vaste généralisation du théoréme de compatibilité local-global d’Eichler-Shimura,
Igusa, Langlands, Deligne, Carayol et Saito). Nous rappelons tous ces résultats de
manieére assez détaillée, et les appliquons pour démontrer la version faible de la conjec-
ture.

Le troisieme chapitre porte sur les constructions magiques de Colmez, interve-
nant dans la construction de la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL,(Q,)- Les résultats sont techniquement trés lourds, mais nous avons essay¢ d’en
faire un résumé plutdt accessible (en évitant, bien stir, d’en discuter les démonstra-
tions...). Nous expliquons comment utiliser les (¢,I')-modules pour étudier les



représentations de Banach de GL,(Q,), et comment les équations différentielles

p-adiques peuvent étre utilisées pour munir ces représentations de structures de
fibrés GL,(Q,, )-équivariants sur le demi-plan de Drinfeld. Bien que tres technique,

ce résultat joue un role crucial dans la preuve de la conjecture.

Le quatrieme chapitre utilise tout ce qui précéde pour démontrer la conjecture (en
fait, une version plus faible; la version forte, énoncée sous la forme du théoreme 1.35
dans le premier chapitre, s’en déduit, mais pas sans travail pénible supplémentaire,
pour lequel on renvoie a [DLB 17]).

Je voudrais remercier avant tout Arthur-César pour une trés intense collaboration
et des discussions toujours éclairantes. Les discussions avec Christophe Breuil, Pierre
Colmez et Laurent Fargues ont été cruciales dans I’aboutissement de ce travail, et
je voudrais les remercier de tout coeur. Ce travail n’aurait jamais vu le jour sans
les travaux de Breuil, Colmez et Emerton, et sans les méthodes et suggestions de
Colmez. Je remercie le Collége de France pour Iopportunité d’expliquer ce travail,
ainsi que Wang Shanwen pour une invitation a I'Université de Fudan. Ces deux cours
m’ont grandement aidé a clarifier un certain nombre de points. Je voudrais remercier
Benjamin Schraen pour une invitation a 'THES pendant la durée du cours Peccot, et
pour bon nombre de discussions intéressantes pendant ce séjour. Je remercie enfin
Konstantin Ardakov, Elmar Grosse-Klonne, Vincent Pilloni, Peter Scholze, Matthias
Strauch, et Jared Weinstein pour des discussions concernant ce travail.
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PREFACE

Pierre CoLMEZ
CNRS, IM]-PRG

Université Pierre et Marie Curie

Le cours Peccot de Gabriel Dospinescu est consacré a la preuve d’une conjecture
de Breuil et Strauch concernant la correspondance de Langlands locale p-adique. Il
constitue une bonne introduction aux techniques utilisées dans cette correspondance
et, dans cette préface V, je vais essayer d’expliquer d’oti vient le probléme en remontant
assez loin dans le temps.

i) Le programme de Langlands

Le programme de Langlands est un programme multi-facettes dont un des buts
est de comprendre le groupe de Galois absolu Galy = Gal(Q/Q) du corps Q des

nombres rationnels (ou plus généralement le groupe de Galois absolu Galy d’un corps
2)

de nombres K, i.e. d’une extension finie K de Q) a travers ses C-représentations @,

en reliant ces représentations a des objets provenant de I’analyse harmonique sur des
groupes arithmétiques (formes modulaires, formes automorphes ou représentations
automorphes). Si p : Galy — GL,(C) est une C-représentation de Galg, on sait
associer a p une fonction s — L(p, s), holomorphe pour Res > 1, et un des buts du
programme de Langlands est de prouver la conjecture d’Artin (1923), selon laquelle
s — L(p,s) admet un prolongement holomorphe a C tout entier (avec un pole
éventuel en s = 1).

Le théoreme de Kronecker-Weber. D’aprés un théoréme classique de théorie

de Galois, st N est un entier = 1, alors Q(e 7 est une extension galoisienne de Q,
de groupe de Galois (Z/NZ)*. 1l s’ensuit que I’extension cyclotomique Q<! de Q,

obtenue en rajoutant toutes les racines de I'unité, est une extension galoisienne de @
M . L — A* p— sk
de groupe de Galois h(_mN(Z/NZ) =2 =1],Z

(1) Le lecteur intéressé pourra consulter [20] pour une perspective un peu différente.

(2) Si G est un groupe et L un corps, on utilise la termmologle « L-représentation » pour
désigner, suivant les cas, un L-espace vectoriel V muni d’une action L-linéaire (continue si L a
une topologie) de G ou bien le morphisme de groupe (continu) o : G — GL(V) qui s’en déduit.

-
-
&
o
(o]
®
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2 Préface sec.1

D’apres le théoreme de Kronecker-Weber (1853-1886), toute extension finie de Q,
de groupe de Galois abélien, est contenue dans Q¥!. On en déduit que le plus grand
quotient abélien Gal(gf de Galg est Gal(Q'/Q) = 7.

Comme C* est abélien, il s’ensuit que, si p : Galg — GL,(C) = C* est une C-repré-
sentation de dimension 1, il existe un caractere de Dirichlet y : (Z/NZ)* — C*, tel que
p soit obtenue en composant les applications naturelles Galy — GalﬁQ}f ~7*— (Z/NZ)*
avec y.Onaalors L(p,s)=L(y,s)=>_,5; ¥ (n)n~, et comme il est tres facile de
prouver que s — L(y,s) a un prolongement holomorphe a C tout entier, cela prouve
la conjecture d’Artin pour les représentations de dimension 1 de Galg,.

La théorie du corps de classes. Soit K un corps de nombres. St
e:Galgy - GL,(C)=C"

est une représentation de dimension 1, alors p se factorise a travers le plus grand
quotient abélien Gal%® de Galy, et la description de ce groupe est 'objet de la théorie
du corps de classes qui a occupé les arithméticiens pendant une trentaine d’années
(fin du 19°™<-siécle jusqu’aux années 1920). Une formulation compacte a été rendue
possible grice a I'introduction de ’anneau A, des adeles® de K (Artin-Whaples
(1945) ; auparavant Chevalley (1940) avait défini le groupe des idéles qui, a posteriori,
n’est autre que le groupe GL,(A ) = A} des éléments inversibles de Ay). Alors

Galy = Ay /K* - (K ®R)Y,

ol (K ®R); est la composante connexe de 1 dans (K ® R)*. @

Il résulte de ce qui précede qu’il y a une bijection naturelle p «— 7 entre les
C-représentations de dimension 1 de Gal, et les C-représentations de dimension 1 de
Ay /K* d’image finie. U'intérét de cette bijection est qu’elle préserve les fonctions L, et
Tate a montré dans sa these (1950), sous la direction d’Artin, comment utiliser I"analyse
de Fourier sur les groupes A et A% pour prouver que les L(7z, s) sont holomorphes ©
sur C tout entier (2 ’exception d’un pole simple dans certains cas exceptionnels), et
donc que les L(p, s) le sont.

(3) On peut définir Ay, de manicre compacte, comme K ®; Ag, ol Ag =R x (Q® 7),
etZ = H(_mN(Z/N Z) est le complété profini de Z (c’est aussi le produit des Z,,, o p décrit
I’ensemble des nombres premiers). De maniere peut-étre plus parlante, Ay est le produit
(restreint) de tous les complétés possibles de K : par exemple, Ag = {x = (x4, %), %3, X5,-..)},
avec x, € R, x, € Q,, x; € Q;, etc., et x, € Z, pour presque tout p premier, (i.e. sauf un
nombre fini de p). Pour un K général, on note Sy ’ensemble des places de K (i.e. des classes
d’équivalence de normes non triviales | | : K — R,), et, si v € S, K, le complété de K pour la
norme | |, correspondante (cette norme est ultramétrique sauf pour un nombre fini de v, et
alors 0, = {x € K, |x|, < 1} est un sous-anneau - I’anneau des entiers — de K ); alors A est
Pensemble des (x,),c5, avec x, €K, pour tout v et x,, € 0, pour tout v sauf un nombre fini.

(4) Parexemple, si K = Q, alors K®R = Ret donc (K®R); =R, et Ay /R} est I'ensemble
des x = (00, 2%y, X35.-.-,)}, avee x, € {£1}, x, € Q3, x5 € Q5, ete., et x, € Z), pour presque
tout p premier; comme Q=73 x p” et Q" = {1} x (®,p"), on retrouve le théoréeme de
Kronecker-Weber sous la forme Galg =11, 7%,

(5) Cette holomorphie a été démontrée, sans recours a ’analyse sur les adéles, par Hecke
(1920), mais I’introduction des méthodes adéliques simplifie considérablement la preuve.

https://spartacus-idh.com
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Représentations automorphes. On veut étendre ce qui se précede a la dimen-
sion 7, ce qui va demander de remplacer le groupe GL, ci-dessus par G=GL, .

Si @ est un espace de fonctions sur G(Ag), on peut faire agir g € G(Ag) et
y € G(K) sur X grace aux formules

(g-Px)=d(xg) et (y*d)x)=p(y 'x).

Ces deux actions commutent, ce qui fait que G(Ay) agit sur Pespace H(G(K),®) des
fonctions fixes sous Iaction G(K ) (i.e. sur Pespace des fonctions sur G(K)\G(Ay)) et
on peut s’intéresser aux représentations irréductibles de G(A ) apparaissant dans cet
espace.

Par exemple, si G =GL,, et si ® est ’espace des fonctions continues sur G(Ag)
a valeurs dans C, les représentations qui apparaissent sont exactement les caracteres
continus A} /K* — C* qui se sont manifestés plus haut.

Si G=GL,, on prend pour @ un espace bien choisi (proche © de L? pour pou-
voir faire de ’analyse de Fourier), et les représentations irréductibles de G(Ag) qui
apparaissent dans H°(G(K),®) sont dites automorphes. On sait associer [51, 44] a
une représentation automorphe 7 une fonction L(7,s) holomorphe sur C, et on
conjecture que, pour tout p : Galy — G(C), irréductible, il existe 7(p) automorphe
telle que L(p,s) = L(7(p), s), ce qui prouverait la conjecture d’Artin sous une forme
particulierement satisfaisante.

Ce qui précede n’est qu’une petite partie ?) de I’édifice dont I’existence est conjec-
turée par Langlands et dont I'un des pr1n01pes directeurs est le principe de foncto-
rialité [58] selon lequel toute opération qui a un sens du coté Galois doit avoir une
traduction du c6té automorphe.

Un des premiers grands succes du programme de Langlands a été la preuve de la
conjecture d’Artin pour des représentations de dimension 2. Si p : Galg — GL,(C) est
une C-représentation de dimension 2, I'image de Galy dans PGL,(C) est abélienne,
diédrale, ou bien isomorphe a A,, S, ou As. La conjecture d’Artin dans les cas abélien
et diédral a été prouvée par Artin lui-méme, celle dans les cas A, et S, par Langlands et
Tunnell [59, 74]. Le cas de Aj a résisté, jusqu’ici, aux méthodes classiques. Par contre
les méthodes p-adiques, dont il est question ci-dessous, ont permis (72, 11],...,[62])
de traiter ce cas pour les représentations impaires (celles pour lesquelles det p(c) = —1,
ou c¢ est la conjugaison complexe, Le. p(c) est une symétrie et pas une homothétie).

Le programme de Langlands p-adique

Le programme de Langlands p-adique est aussi un programme multi-facettes
dont un des buts est de comprendre les représentations p-adiques de Galg (ou, plus

généralement, de Galg, si K est un corps de nombres), en particulier de prouver

(6) Le groupe GL, (Ag) n’est pas de volume fini, et il faut prendre un peu de précautions.

(7) En particulier, on peut prendre pour G n’importe quel groupe algébrique réductif (par
exemple un groupe symplectique, unitaire ou orthogonal, ou encore le groupe des unités d’une
algebre de quaternions, etc.), et pas seulement le groupe GL, .
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une conjecture de Fontaine et Mazur [43] sur les représentations ® « géométriques »,
en termes de formes modulaires (ou automorphes) p-adiques ou de représentations
p-adiques de groupes adéliques ®. Une raison pour I'introduction de ce programme
est que les formes ou représentations automorphes, et les représentations complexes
de Galy sont des objets extrémement rigides, alors que leurs analogues p-adiques
peuvent se déformer continliment (ceci a été utilisé avec profit par Wiles [76] pour
démontrer le théoreme de Fermat ou, plus exactement, un énoncé d’automorphie
(modularité de courbes elliptiques) impliquant le théoréme de Fermat grice aux
travaux de Ribet [63] sur la conjecture de Serre rappelée ci-dessous; ce résultat relevait
du programme de Langlands classique, mais résistait aux méthodes classiques; les
travaux de Wiles ont donné un fort coup d’accélérateur au programme de Langlands
p-adique). Un des points de départ de ce programme est d’ailleurs les travaux de Serre
(dans les années 1970) et Hida (dans les années 1980) sur les familles p-adiques de
formes modulaires et les représentations galoisiennes qui leur sont associées [ 69, 49,
50]. Contrairement au programme de Langlands classique, la forme précise que doit
prendre le programme p-adique n’est pas encore parfaitement claire. En particulier,
on n’a pas encore d’énoncé correspondant au principe de fonctorialité qui sert de fil
conducteur dans le cas classique.

La conjecture de Serre. Un point saillant du monde p-adique est la possibilité de
réduire modulo p, et le programme de Langlands p-adique comporte un programme
modulo p dont le point de départ est la conjecture de Serre, énoncée (sous une forme
embryonnaire) dans une lettre a Tate du 1¢" mai 1973 [71].

Je vais étre prudent, et considérer uniquement des représentations
p:Gal@/Q) —GLy(F,),  q=p/,
non ramifiées en dehors de p et vérifiant la condition suivante :
detp: Gal — I, est égal a 251 (k pair), (*)

ol y :Gal — Iy est le caractere fondamental modulo p (donnant P'action
sur (4,,).

(8) SiL est une extension finie de Q,, une L-représentation o : Galy — GL,(L) est géomé-

trigue si elle est irréductible, sa restriction a Gal, est non ramifiée sauf pour un nombre fini de
nombres premiers £ # p, et sa restriction a Galg, ~est de de Rham (voir plus loin). La conjecture
de Fontaine-Mazur, qui date de 1988, prédit qu’une telle représentation vient de la géométrie
ce qui a des tas de conséquences qui semblent absurdes au vu du peu de conditions imposées.
(9) Une forme modulaire classique f est une fonction sur # = {z € C, Im(z) > 0} vérifiant
une propriété d’invariance sous I’action d’un sous-groupe d’indice fini de SL,(Z). Comme
A = GL,(R), /SO,(R), on peut associer a f, de manicre naturelle, une fonction ¢, sur
GL,(Ag), invariante par GL,(Q), et donc une représentation de GL,(Ag) en considérant
Pespace des translatés de ¢, par I'action de GL,(A) (les actions de GL,(Q) et GL,(Ag) sont

celles considérées plus haut). Cela fournit un lien assez transparent entre formes modulaires
et représentations automorphes. En p-adique, ce lien est moins évident ce qui explique que
le point de vue des représentations p-adiques de groupes adéliques n’ait été introduit que
relativement récemment.

https://spartacus-idh.com
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En fait, cette condition équivaut a :

L’image par p du Frobenius réel a pour valeurs propres +1 et —1
(e. det o est un caractere impair).

(%)

(Si, aulieude F > on avait C, la condition (#) équivaudrait a dire que la
fonction L d’Artin correspondante a pour facteur y tout juste I'(s) et pas
I(s/2)* niT((s +1)/2)%)

Si ¢ # p, la trace et le déterminant de p(Frob,) ont un sens évident;
note-les 4, et £*~1, et forme la série de Dirichlet (a coefficients dans )

—1

[Tezp (1 —a +€k*172‘> , alaHecke; note-la )" a,n7°, et forme la
série formelle

+00
f=>aq"
n=1

ou cette fois ¢ désigne une indéterminée. .. mille excuses pour avoir
appelé ¢ le nombre d’éléments du corps fini, mais j’ai la flemme de re-
commencer pour si peu!

Conjecture. — La série [ est une forme modulaire (modulo p) sur SL,(Z)
de poids congru a k mod (p —1).

Cette conjecture (prouvée depuis par Khare et Wintenberger [52, 53] avec I'aide
de Kisin [55]) n’a été publiée [70] qu’en 1987 (sous une forme renforcée impliquant
le théoreme de Fermat 19). Notons qu’elle est énoncée dans le langage des formes
modulaires, et une question naturelle [70, question 3.4 (2)] est :

Peut-on formuler ces conjectures dans le cadre d’une théorie des re-
présentations (mod p) des groupes adéliques? Autrement dit, existe-t-il
une « philosophie de Langlands modulo p », comme le demandent Ash
et Stevens dans [ 1]? Si oui, cela permettrait peut-étre :

de donner une définition plus naturelle du poids k attaché a p;
de remplacer GL, par GL;, ou méme par un groupe réductif;
de remplacer QQ par d’autres corps globaux.

Des formes modulo p aux formes p-adiques. Passer du modulo p au p-
adique est parfaitement naturel comme le montre cette question de Tate a Serre dans
une lettre du 21 juin 1974 [71].

A question I've been meaning to ask you is this.

Langlands says: complex representation «— complex modular form
You say: representation modulo £ «— modular form modulo Z.
What about: {-adic representation «— {-adic modular form??

On manquait d’outils pour formuler proprement le probleme a I’époque. Cela a
changé avec les travaux de Hida, Gouvéa-Mazur, Coleman-Mazur, Coleman, etc. Je

(10) Sia? +b* = c? est un contre-exemple au théoreéme de Fermat, la IF,-représentation de

Galg, de dimension 2, fournie par les points de p-torsion de la courbe elliptique introduite par

Hellegouarch [47], d’équation y? = x(x —a”)(x + b?), est un contre-exemple a la conjecture
de Serre.
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renvoie a ’exposé Bourbaki d’Emerton [32] pour une introduction lucide a ce cercle

d’idées.

Représentations automorphes p-adiques. Soient K un corps de nombres et
G =GL,, avec 7 > 1. Pour définir la notion de représentation automorphe p-adique,
on aurait envie de copier la définition complexe et de considérer les représentations
irréductibles de G(Ay ) apparaissant dans H°(G(K),®), en prenant pour ® ’espace
€ (G(Ak)) des fonctions continues sur G(Ay) a valeurs dans Q, (ou, plus générale-
ment, dans un corps p-adique complet L).

Si n = 1, ce qui précede marche tres bien : on obtient les caracteres continus
Ay /K* — L*, et lathéorie du corps de classes fournit une bijection entre ces caracteres
et les L-représentations 'V p : Galy — L* de dimension 1.

Sin > 2,le groupe H°(G(K),®) ne contient pas assez de représentations de G(Ag ).
Le probléme est qu'une fonction continue sur G(A) est déja constante modulo
G(K®R), car G(K®R), est connexe, alors que Q,, est totalement discontinu. Or
on la force a étre aussi constante modulo G(K), et G(K)- G(K @ R),, n’est pas loin
d’étre dense dans G(Ay ), ce qui fait que H°(G(K),®) est « trop petit ». On est donc
amené a considérer les représentations irréductibles de G(A ) apparaissant dans les
H(G(K),®), pour i > 1. (Des conjectures de Calegari et Emerton [12, 35] suggerent
quil y a un unique 7, dépendant de G et de K, tel que H'(G(K),®) soit intéressant ;
st G=GL, et si K =Q, le seul 7 intéressant est i = 1.)

La version modulo p de ce qui préceéde consiste a prendre pour ® I’espace des
fonctions continues sur G(Ag) a valeurs dans ¥, (ou sa cl6ture algébrique).

L'espace ® = 6(G(Ag), L) contient plusieurs sous-espaces intéressants; en par-
ticulier, I’espace @8 des fonctions qui sont « localement constantes hors de p et
localement algébriques 1? en p ». Le sous-groupe H'(G(K),®%8) est constitué de
représentations reliées aux représentations automorphes classiques, et permet de faire
le pont entre le programme de Langlands p-adique et le programme classique.

Représentations automorphes p-adiques et représentations galoisiennes.

On ne sait pas, en général, comment établir un lien entre les représentations auto-
morphes p-adiques telles que définies ci-dessus et les représentations de Galg. Il y
a quand-méme des cas ou sait le faire : par exemple, si 7 =2 et K = Q, le groupe
HY(G(Q),®) est relié a la cohomologie étale p-adique de la tour des courbes modu-

(11) Notons qu’une telle représentation n’est pas forcément d’image finie contrairement au
cas complexe; cette différence de comportement est due au fait que Galy est un groupe profini.

(12) Le groupe G(Ay) est le produit restreint de G(R®K) et des G(Q, ® K), pour { premier;
on peut donc écrire x € G(Ag) sous la forme (x.,,x,,5,...), et on considere les ¢ qui sont
localement constantes en la variable x,, si £ # p, et localement polynomiales en les coordonnées
de x, eten (detx,)™". (Plus précisément, on demande que g ~— g - ¢ soit constante sur un sous-
groupe ouvert de [],,, G(Z, ® O) et polynomiale sur un sous-groupe ouvert de G(Z, ® ),
ol O est 'anneau des entiers de K'.) Notons que, comme les topologies de @, et Q, sont tres
différentes, si p # ¢, les fonctions continues de G(Z, ® O) dans L ne présentent pas beaucoup
de subtilité. Par contre les fonctions continues de G(Z,, ® 0 ) dans L ont beaucoup de sous-
espaces naturels, comme dans le cas des fonctions réelles d’une variable réelle. Il s’ensuit que les
complications posées par les places non archimédiennes dans le cas classique sont transférées
aux places p-adiques; les autres places ne voient pas leur rdle changer beaucoup en passant de
la situation classique au p-adique.
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laires, et comme cette tour est définie sur @, ce groupe est muni d’une action de Galg,
commutant a celle de G(Ag). On peut alors espérer que :

o Si p: Galg — GLy(L) est irréductible, impaire, alors la représentation
Hom(p, H'(G(Q),®)) de G(Ag)

(i.e. la multiplicité de o dans H'(G(Q),®)) est non nulle et peut se décrire en termes
de la correspondance locale (p-adique).

e Si p est de plus « géométrique » (et a poids de Hodge-Tate distincts), alors
Hom(o, H'(G(Q), &%) £0.

Le premier point, qui fournit une « description automorphe » des représentations
p-adiques impaires de Gal, de dimension 2, est une variante d’une conjecture d’Emer-
ton [33, 34], et le second est la combinaison d’un cas particulier de la conjecture de
Fontaine-Mazur avec le programme de Langlands classique. Ces deux énoncés sont
en grande partie démontrés [54, 56, 34] (un ingrédient important des preuves est la
correspondance de Langlands locale p-adique pour GL,(Q ) que nous rencontrerons
un peu plus loin).

La correspondance locale

Les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands locales. On
suppose de nouveau que G =GL,, et que K est un corps de nombres. Le groupe G(A)
est le produit restreint 1 des G(K, ), pour v € Sk. Il s’ensuit qu’une représentation
automorphe 7 de G(A) se factorise 1 sous la forme 7 = ®yes, > OU 7T, €St une
représentation irréductible de G(K).

La factorisation ci-dessus permet de décomposer beaucoup de probléemes « glo-
baux » (i.e. concernant G(Ay)) en problemes «locaux » (concernant G(K,)). Une
composante fondamentale du programme de Langlands est sa version «locale » reliant
représentations (complexes) de groupes algébriques p-adiques (comme GL,(Q,)) et re-
présentations de groupes de Galois de corps p-adiques (correspondance de Langlands
locale), ainsi que représentations de deux groupes algébriques p-adiques devenant
isomorphes sur une cloture algébrique (comme GL,(Q,) et D, ot D est I'algebre de
quaternions sur @) (correspondance de Jacquet-Langlands locale).

La correspondance de Langlands locale pour GL, a été établie par Jacquet-Lang-
lands [51], Tunnell [73] et Kutzko [57] (voir aussi [ 10]). Le cas de GL,, a été résolu
par Harris et Taylor [46] et par Henniart [48]. De fait, Harris et Taylor font mieux
qu’établir la correspondance : ils en donnent une réalisation géométrique, suivant un
programme initié par Carayol [15].

(13) Le. ensemble des (g, ),cs, > avec g, € G(K,) pour tout v et v € G(0,) sauf pour un
nombre fini de v.

(14) Il s’agit d’un produit tensoriel restreint (éventuellement complété suivant la définition
que I’on prend de représentation automorphe) : en dehors d’un ensemble fini de v, espace
des invariants de 7t sous I’action de G(0,) est de dimension 1; on en choisit une base 4,, et
on considere ’espace engendré par les tenseurs de la forme ®  x,, avec x, = a, sauf pour un
nombre fini de .

Rl
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Une correspondance locale p—adique? Une composante locale pour le pro-
gramme de Langlands p- -adique a longtemps relevé du fantasme. Il y avait bien
quelques travaux du coté des représentations p- adlques ou modulo p des groupes
algébriques p- adlques, mais aucun lien avec les représentations galoisiennes. Parmi
ces travaux mentionnons ceux de Barthel et Livné [2, 3] donnant un début de clas-
sification des représentations de GL,(F), ou F est une extension finie de @, sur
un corps de caractéristique p, et ceux de Schneider et Teitelbaum [65, 66, 67, 68]
développant les fondements d’une théorie générale des représentations p-adiques de
groupes algébriques p-adiques, avec I'introduction d’un certain nombre de concepts
utiles (admissibilité, vecteurs localement analytiques ou localement algébriques, etc.)
a laquelle il manquait un « Lemme de Schur » qui a été démontré par la suite [28].
En ce qui concerne les représentations de Galy, la situation était bien meilleure
car Fontaine avait développé [38, 39, 40, 42], depuis le début des années 1980, un
programme visant a classifier et décrire ces représentations en termes plus concrets. Le
programme de Fontaine était arrivé a maturité a la fin des années 1990, avec la preuve
des principales conjectures de Fontaine (¢f- [ 17] pour un panorama des résultats). La
stratégie de Fontaine part de "observation suivante : si on dispose d’un anneau B, muni
d’une action de Gal et de structures additionnelles stables sous I’action de Galy, on
peut associer a toute représentation de Galy un invariant Dy(V) = H%(Gal;,B® V)
qui est un Bz-module, ot B = H°(Gal, B), muni des structures additionnelles sur
B et qui est souvent plus facile a décrire que la représentation V' dont on est parti.
Un tel anneau B permet en outre de découper la sous-catégorie des représentations
B-admissibles (celles pour lesquelles dim, Dp(V) = dimQP V). Tout Iart consiste

a ciseler de bons anneaux et Fontaine a été un véritable orfévre en la matiére. Il a,
en particulier, construit [39, 41] des anneaux B_;, C B, C Bz pour comprendre les
représentations provenant de la géométrie (et construire le « foncteur mystérieux »
dont Pexistence avait été pressentie par Grothendieck); les représentations de de Rham
apparaissant dans la conjecture de Fontaine-Mazur (note (8)) sont les représentations
B z—admissibles.

La situation a changé au début des années 2000 quand Breuil a compris ce que

’on pouvait attendre d’une correspondance de Langlands locale p-adique dans le cas
des représentations de de Rham et fasse des conjectures précises [5, 6, 7, 9] pour les
représentations de dimension 2 de GalQP (voir aussi [Bre 08] pour des considérations
historiques).
La correspondance p-adique pour GLZ(Qp)~ La preuve [ 18, 4] des conjec-
tures de Breuil a débouché sur une correspondance pour GL,(Q,,) avec des propriétés
particuliérement satisfaisantes [ 19, 61, 24]. Si L est une extension finie de Q) »» cette
correspondance associe a toute L-représentation o de dimension 2 de GalQP une
représentation unitaire II(0) de GL,(Q,) (ze. un L-espace de Banach, muni d’une
action L-linéaire continue de GL,(Q,) laissant globalement stable la boule unité).
Cette correspondance vérifie des tas de propriétés mirifiques : elle est compatible a
la réduction modulo p, a la torsion par un caractere, a la théorie locale du corps de
classe; elle est fonctorielle, ce qui implique qu’elle se comporte bien en famille; enfin,
elle contient et raffine la correspondance classique [19, 27, 21].

Une réalisation géométrique? Lasituation pour GL,(Q,) est donc remarqua-
blement bien comprise. Par contraste, on ne sait pas vraiment a quoi s’attendre pour
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GL,(F),sin >3 ousi[F :Q,]> 2. Une solution possible a ce probleme serait de
fabriquer une réalisation « géométrique » de la correspondance pour GL,(Q ) avec
’espoir que I’énoncé obtenu se généralise naturellement a GL,(F) pour tous 7 et
F. Une telle approche [13], utilisant la cohomologie étale de tours de variétés de
Shimura associées a des groupes unitaires, fournit des candidats pour II(p), si p est une
représentation irréductible de dimension 7z de Gal,. Le probleme de cette approche
est qu’elle semble fournir beaucoup trop de I1(p), chacun dépendant d’une multitude
de choix auxiliaires, et qu'on ne sait pas prouver que tous ces choix aboutissent au
méme I1(p) (il n’est d’ailleurs pas totalement clair que I’on puisse vraiment espérer
que ce soit le cas).

La tour de Drinfeld. Pour éviter ce probleme des choix auxiliaires, I'idéal serait de
réaliser la correspondance dans la cohomologie d’un objet local. Ce programme a été
mené a bien pour la correspondance classique, grace aux travaux de Drinfeld, Carayol,
Harris et Taylor, Faltings, Dat et Fargues [30, 31, 14, 15, 45, 46, 36, 26, 37]. Drinfeld

a construit une tour # (F,n) d’espaces analytiques munie d’actions de G, G, et
Wy, ou G=GL,(F), G est le groupe des unités de I"algebre a divisions d’invariant
, et Wr C Galy est le groupe de Weil de F. La cohomologie de A4 (F,n) est

donc munie d’une action du groupe G X G x Wy. Cest en particulier le cas de la
cohomologie étale (-adique, avec £ # p, et on peut se demander quelles représentations
de Wy apparaissent dans cette cohomologie étale, et avec quelle multiplicité. Le
résultat est particulicrement satisfaisant car les représentations qui apparaissent sont
(essentiellement) les ,—représentations absolument irréductibles de dimension 7
de W, et pour une telle représentation M, on a
HOI‘I’IW (M H:roet(‘//loo(F’ n>7 QZ)) = JL<M) ® LL(M)X’

ou LL(M) (resp. JL(M)) est la représentation de G associée & M par la correspon-
dance de Langlands (resp. de Jacquet-Langlands) locale classique . Autrement dit,
la cohomologie (pro)étale £-adique, £ # p, de la tour de Drinfeld encode a la fois les
correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands locales classiques; on peut
difficilement réver d’une réponse plus esthétique.

La conjecture de Breuil-Strauch. En ce qui concerne la correspondance de
Langlands locale p-adique pour GL,(Q,), une conjecture non publiée de Breuil
et Strauch, pour laquelle je renvoie au texte de Gabriel Dospinescu, fournit une
premiere approximation de ce que 'on cherche : I'objet qui réalise (une partie de) la
correspondance est le complexe de de Rham

O(Mes) — QN (M)

de la tour de Drinfeld /4, = #,,(Q,,2). La démonstration de cette conjecture
par Dospinescu et Le Bras [29] utilise une palette impressionnante de techniques
différentes. Lue Pan [60] a obtenu des résultats « au niveau entier », pour le premier
étage de la tour.

(15) A ceci pres que la correspondance classique fournit des C-représentations et que les
représentations ci-dessus sont des QQ,-représentations, mais dans les deux cas la topologie n’a
pas d’importance et on peut passer des unes aux autres sans probléme.
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Prolongements. Il est un peu surprenant de voir la correspondance s’incarner
dans le complexe de de Rham car celui-ci n’a pas d’action de Galg, , mais des théoremes
P

de comparaison [25] entre cohomologies montrent que ce complexe de de Rham est
tres proche de la cohomologie (pro)étale p-adique qui, elle, est munie de toutes les
actions requises.

Le résultat de Dospinescu et Lebras, combiné avec d’autres ingrédients [22], per-
met de montrer [23] qu’il n’y a essentiellement que des représentations de dimension 2
(de surcroit de de Rham) qui apparaissent dans la cohomologie étale p-adique de
Moy = M(Q,,2), et que, si p apparait, alors elle apparait avec une multiplicité

Hom(p, Hy (M, Q,(1))) = JL(p) ®II(p)’,

ou JL(p) est une représentation de G obtenue en combinant la correspondance de
Jacquet-Langlands locale classique et un des foncteurs de Fontaine, et II(p) est la
représentation de G associée a p par la correspondance de Langlands locale p-adique.

Le résultat ci-dessus est assez suggestif pour la forme que pourrait prendre la
correspondance de Langlands locale p-adique en général. En ce qui concerne la
correspondance de Jacquet-Langlands p-adique, une approche prometteuse a été
suggérée par Scholze [75].
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CHAPITRE 1

LA CONJECTURE DE BREUIL ET
STRAUCH

Le but de ce premier chapitre est d’énoncer les principaux résultats, obtenus
[DLB 17] en collaboration avec Arthur-César Le Bras, concernant une conjecture
de Breuil et Strauch [BS 04]. Cette conjecture décrit le complexe de de Rham de
certains espaces analytiques construits par Drinfeld [Dri 76], et fournit en méme
temps une réalisation géométrique particulierement élégante de la correspondance
de Langlands locale p-adique pour GL,(Q,), pour certaines représentations de de

Rham du groupe de Galois absolu de Q.

Fixons dans toute la suite de ce cours un nombre premier p, une cloture algébrique

A
N JoA raY : A J— /E
Q, de Q, et notons C, = Q,, le complété de Q,,. Soit eilﬁn Q, _VQP cC,le
complété de I'extension maximale non ramifiée de @, dans @ ,, et soit Z,, son anneau
d’entiers.

§) La tour de Drinfeld

Dans Iarticle monumental [Dri 76], Drinfeld a construit une famille d’espaces
analytiques p-adiques au-dessus de C, \ @, qui jouent un réle fondamental dans le

programme de Langlands. Nous allons rappeler ici leur construction (le lecteur est
invité a consulter [BC 91] pour les preuves détaillées des résultats ci-dessous).
Soit D une algebre de quaternions, a division, sur @, (D est unique a isomor-

phisme pres). Soit 0}, son unique ordre maximal et soit Z , ’'anneau des entiers
\ . . s .

de P'extension quadratique non ramifice Q. de Q, dans Q7'. Fixons @), € 0,

tel que O = Z (o)), @h = p et wpx = o(x)@p, pour tout x € Z ,, o

o €Gal(Q,./Q,) est I'automorphisme de Frobenius.
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16 La conjecture de Breuil et Strauch chap.1 sec.1

Définition 1.1. ;1

Soit A une Zp—algébre. Un 0p-module formel spécial X sur A est un groupe
formel p-divisible X /A de hauteur 4 et de dimension 2, muni d’une action de 0,

telle que Lie(X) soit un Z ,, ? A-module localement libre de rang 1 (Z , agissant
P

sur Lie(X) via Z . C Op).

Le résultat suivant découle de la théorie de Cartier-Dieudonné :

,—( Proposition 1.2. J

Il existe un unique Op,-module formel spécial X sur F »» @ Op-isogénie pres. Le

groupe des quasi-isogénies de X est

End, (X)*=G — GL,(Q,).

Remarque 1.3. Voici une construction « explicite » de X : soit ﬁ'/F[, I'unique (2

isomorphisme pres) groupe formel de dimension 1 et hauteur 2, et posons X = F x &
avec action de 0y, donnée par

Oy — End(X)=My(0p)

1€Zy; = (3oln)
@Wp = (%DLQD)

X

e g
0 wprers! ) Nous avons utilisé¢ I’identification

autrement dit tout x € 0, agit par (
End(F) ~ Op =Z ,[wp].

Considérons le foncteur

Z~ :Nilp;, — Ens
r

des déformations par quasi-isogénies de X, défini de la maniére suivante :
e Nilp; est la catégorie des Z ,—algebres dans lesquelles p est nilpotent, Ens la
catégorie des ensembles;
e si R est un objet de Nilpr, F%(R) est ’ensemble des classes d’isomorphismes
de paires (X, o), ou X est un 0p-module formel spécial sur R et
p:X ®R[p—XQR/p
F
P
est une quasi-isogénie Op—¢équivariante.

On dispose alors du théoréme fondamental suivant da a Drinfeld [Dri 76] (Rapoport
et Zink ont largement généralisé ce résultat dans [RZ 96]) :

https://spartacus-idh.com
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Théoréeme 1.4.

Le foncteur Fy est (pro)-représentable par un schéma formel p-adique M sur
SpfZ,.
r

. ~ 5 . .. ~ , , - .

Soit A /Q ,» lespace ana/lyt'lque rlg1de;ur Q, z,xttache au sch.ema form.e/l M. St

Z est un schéma formel, on écrira aussi 2" pour ’espace analytique associé (quand
il existe).

Soit & — M le Op-module formel spécial universel, et notons 2 [@},] le

schéma formel fini et plat sur .# des points de w},-torsion de Z'. On note, pour tout
n=1,

M, = (@) (2 [@p]" \{e})

I’espace des points « d’ordre exactement @}, » dans Z'[ @}, *". On note My = M .
Alors M, —> M est un revétement fini étale de groupe de Galois

Gal(A,,| M)~ O |1+ @}, Op.

On obtient ainsi la tour de Drinfeld (.#,) _ , qui est munie d’un certain
nombre de structures supplémentaires :

a. des morphismes de transition .#, ,;, — ./, pour tout », qui sont finis
étales et qui commutent aux structures supplémentaires ci-dessous.

b. d’une action de G = End?, (X)* sur chaque ./, (en agissant sur la quasi-

D
isogénie o dans la définition du foncteur Fx);

c. d’une action de D* sur chaque ./, telle que la restriction a G} soit triviale
sur 14 @}, 0y, et que I'action induite de 0y /1+ @)} O sur A, soit celle induite par
O} 1+ @) Op ~Gal( M, | M) ;

d. d’une donnée de descente «a la Weil » sur chaque .#,, compatible avec la
variation de 7 et les actions de G et de D*, actions qui commutent entre-elles. On
fera attention que la donnée de descente n’est pas effective sur .#,,, mais elle I’est sur
le quotient p“\ A, de M, par p” C Z(G). Cela nous fournit des modéles rationnels
(e sur Q,), notés X, des Q ~espaces pE\AM,. Ces modeles T, sont aussi munis
d’actions de G et D*, et s’insérent dans une tour d’espaces analytiques.

e. Et enfin d’'un morphisme des périodes

M—-0=Q @ Qp
Q,

ou Q= IP’I\IEM(QP) est le demi-plan de Drinfeld, muni de I’action naturelle de

GGLy(Q,) (via gx =2 sig=(41) e Getx € PY(C,)\P(Q,) =Q(C,)).

Rappelons la définition du morphisme des périodes au niveau des C,-points.

—

Soit (X, p) € #(C,) = //ﬂ\(ﬁcﬁ) =lim.# (@CP /p"). SiE est'extension vectorielle

universelle de X et D le module de Dieudonné covariant de X, la quasi-isogénie p
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18 La conjecture de Breuil et Strauch chap.1 sec.2

induit une identification

. . 1 . .
On a une action de Oy, sur Lie E [;} , donc une action de Z . Si M est un module
avec une action de Z ,, notons M, le sous-module des points fixes sous I’action de

Z 2 La suite exacte

sz

0— wyp—LieE—Lie X —0

(XD étant le dual de Cartier de X) fournit une droite cwy» [ﬂ . dans le plan

. 1
Lie £ [;}o o (D %P (CP)O.
On obtient ainsi un point de Pl(Cp), qui est en fait dans Q((Cp) = Pl(CP)\]P’l(QP), et

cela définit le morphisme voulu. Le théoréme fondamental suivant est dii a Drinfeld
(le lecteur trouvera dans [BC 91] les détails de la preuve) :

,_| Théoreme 1.5.

Le morphisme des périodes induit un isomorphisme G-équivariant (G agissant
sur Z par —v,, o det)

M5 O,
qui descend en un isomorphisme

T, — QUQ

Notons que tout g € G tel que v, (det g) soit pair agit sur chaque composante de

QU2 comme on le pense, mais si v,,(det g) est impair, il échange les deux composantes.

Le complexe de de Rham de 2

Le demi-plan de Drinfeld €2 est un espace de Stein, ie. il admet un recouvrement
croissant (U,), par des affinoides U, tels que U, soit dans I'intérieur de U, , ; pour
A ’ \ . . . ’
tout 7. Grace au théoréeme d’annulation de Kiehl, les faisceaux cohérents sur 2 n’ont
pas de cohomologie en degré strictement positif. On obtient ainsi une suite exacte de
G-modules de Fréchet

0— ﬁ(Q)/Qp - Ql(Q) - H(}R<Q) —0,

ot 0(f) (resp. 21(12)) est Pespace des fonctions (resp. différentielles) holomorphes
sur £).
Soit
St =LA(P'(Q,),Q,)/cst

https://spartacus-idh.com
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la représentation de Steinberg localement analytique de G, quotient de I"espace
des fonctions localement analytiques sur P'(Q ») @ valeurs dans Q,, par les fonc-
tions constantes. En remplagant «fonctions localement analytiques » par « fonctions
localement constantes », on obtient la représentation de Steinberg lisse St.
1 an\* o7 . R L) . . . 1
Le dual topolog1que. (St™)"s 1(}ent.1ﬁe a Pespace des distributions sur P/(Q,) de
masse totale 0, avec I’action de G définie par :

dnen= [ s(507)u

PYQ,
sig e LA(IP’I(QP),QP), g = (7)) € Getsi u est une distribution de masse 0 sur
PHQ,)-

Le théoréme classique suivant di 2 Morita [Mor 81] décrit Q'(£2) et H;(2) en
tant que G-modules :

— Théoréme 1.6.

L'application

1
a—a,=( [ () ) dz
“ pl(@p) Z—X

induit un isomorphisme de G-modules topologiques

(St")" = QY Q) et (St)' ~ Hp ().

Notre but sera de décrire 2'(3,)) et Hjp(%,) en tant que G-modules. Cela de-
mandera un certain nombre de préliminaires, car les G-modules en question sont
nettement plus délicats a construire. En effet, leur construction est basée sur la cor-
respondance de Langlands locale p-adique pour GL,(Q,), qui utilise de manicre
cruciale la théorie de Hodge p-adique et la théorie des (¢,I')-modules. Nous allons
commencer par des rappels sur les représentations galoisiennes et leurs liens avec les
représentations de GL,(Q,,).

Représentations [-adiques et de Weil-Deligne

La cohomologie étale /-adique (/ étant un nombre premier différent de p) des
espaces de la tour de Drinfeld fournit naturellement des représentations /-adiques
continues du groupe de Weil WQ;: de Q,. Elles ne sont pas de dimension finie, mais on
peut utiliser I'action des groupes GL,(Q,) et D* pour isoler de telles représentations
de dimension finie. Les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands locales
permettent ensuite d’associer a ces représentations des représentations de GL,(Q,)
et D*, et au final de décrire la cohomologie étale de la tour de Drinfeld en termes de
représentations des groupes Wa,» GL,(Q,) et D*. Enoncer proprement ce résultat
profond (conséquence des travaux de nombreux mathématiciens) demande quelques
de préliminaires.
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20 La conjecture de Breuil et Strauch chap.1 sec.3

Représentations de Weil-Deligne

L¢tude des représentations /-adiques continues du groupe de Weil W, ~est gran-
i3

dement simplifié par le théoréme de monodromie /-adique de Grothendieck,
qui affirme qu’une telle représentation est potentiellement unipotente (¢f- ci-dessous
pour Iénoncé précis). Deligne a reformulé ce résultat, lui permettant ainsi de classifier
les représentations continues en termes de représentations de Weil-Deligne. I’avan-
tage de ces derniéres est que leur théorie est purement algébrique, ie. les problemes
topologiques disparaissent. Nous allons rappeler la recette de Deligne ci-dessous.
Soit K une extension finie de Q,, de corps résiduel k ~T . Le groupe de Galois

absolu ¥, = Gal(K/K) de K admet un dévissage
1 Iy — G — Gal(k/k) — 1,

I étant le sous-groupe d’inertie. Le groupe Gal(k/k) est isomorphe au complété
profini 7~ [1;Z; de Z, un générateur topologique étant I’'automorphisme de Fro-
benius x — x7. Le groupe de Weil Wy est le sous-groupe de ¥, image inverse de
7 C 7, ie. il contient les automorphismes de K sur K qui induisent une puissance
enti¢re de I"automorphisme de Frobenius sur le corps résiduel # de K. Il admet une
structure de groupe topologique telle que I (muni de sa topologie naturelle) soit
ouvert dans Wy (cette topologie n’est pas celle induite par I'inclusion Wy C % et
la topologie naturelle de ¥). On note 7(0) I'image de 0 € Wy par I’application
naturelle Wy — Z.

—{ Définition 1.7. |
Soit L un corps de caractéristique 0. Une représentation de Weil-Deligne de W
sur L est une paire (7,N), ou r = (7, V) est une représentation de dimension finie
sur L de Wy telle que Iy C Wy agit par un quotient fini, et N est un endomorphisme
nilpotent de V tel que

r(o)Nr(o) ' =¢"N

pour tout o € Wy. On dit que (7, N) est Frobenius-semisimple si r I’est (ce qui
arrive si et seulement si (o) est semisimple pour tout o € Wy ; il suffit dailleurs
qu'il existe 0 € Wy \ I tel que (o) soit semisimple).

Soit / un nombre premier différent de p et soit L une extension algébrique de Q.
Par le théoreme de monodromie /-adique de Grothendieck et une amélioration due a
Deligne [Del 73], on dispose d’une équivalence de catégories entre :

e la catégorie des représentations continues de ¥ sur des L-espaces vectoriels de
dimension finie et

e la catégorie des représentations de Weil-Deligne (7, N) sur L telles que (o) soit
borné ™ pour tout o € Wy (il suffit que cela soit vrai pour un seul o € Wy \ I).

(1) Si V est ’espace sous-jacent a r, cela signifie que 7(0) € End(V) stabilise un 0, -réseau
de V (en termes plus concrets, cela signifie que le polynéme caractéristique de 7(o) est a
coefficients dans 0, et le terme constant est inversible).

https://spartacus-idh.com
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Rappelons la construction de cette équivalence de catégories. Choisissons un mor-
phisme non nul @ ¢ : I, — ;. Grice au théoréme de monodromie de Grothendieck,
pour toute représentation continue de dimension finie p : 9 — GL(V) il existe un
endomorphisme nilpotent N de V tel que pour tout ¢ dans un sous-groupe ouvert
de I, on ait

En choisissant un relevement ¢ € Wy de "automorphisme de Frobenius de ¥, et en
posant

r(o)=p(0)e , ot o =op el

on obtient une représentation de Weil-Deligne (7, N). Cela semble dépendre du choix
de { et ¢, mais on montre qu’il n’en est rien (2 équivalence canonique de catégories
pres).

La méme construction fournit une bijection entre :

e ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations de Weil-Deligne Fro-
benius semi-simples, de dimension d sur Q; et

e ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations continues, Frobenius
semi-simples, de dimension d, de Wy sur Q;.

Correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands

Il existe un lien tres étroit entre (certaines) représentations de Weil-Deligne de
. , . , .
WQp et certaines représentations de G = GL,(Q,). Rendre cela plus précis demande

quelques préliminaires.

| Définition 1.8. |
Soit C un corps algébriquement clos, de caractéristique 0. Une représentation 7 de
G sur C est dite lisse si tout vecteur v € 7 est fixé par un sous-groupe ouvert de
G, et lisse admissible si I'espace des invariants 77 par tout sous-groupe ouvert
compact H de G est de dimension finie.

(2) Un tel morphisme existe et est unique a multiplication par un élément de @} prés. Pour
voir I’existence, soit I le sous-groupe d’inertie sauvage, .e. l’unique pro-p Sylow de I;.. On
choisit une racine prlmltlve n-ieme de l'unité ¢, pour tout 7 premier a p, de telle sorte que
{m = pour m,n premiers a p. Cela fournit un isomorphisme

ty s I I =~ HZq’
a7p

défini par (o est une uniformisante de K)

1/n
o(a@y") _ 7@
1/n - n b
wg

d’oti un morphisme ¢ : [ — Z;, qui dépend du choix du systéme (). Nous laissons "unicité
au lecteur.
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Grace a un théoréme de Bernstein, toute représentation lisse irréductible est
automatiquement admissible. Les représentations lisses irréductibles de G vivent dans
quatre familles distinctes :

e les représentations de dimension 1, qui sont en bijection (via y — y odet) avec
les caracteres lisses y : ), — C*.

o les représentations de la série principale, classifiées par les paires de caracteres
lisses (1, x,) telles que ,/x, #|-|*'. Explicitement, elles sont réalisées dans I’espace
des fonctions f : G — C invariantes a droite par un sous-groupe ouvert de G et telles
que
1/2

f(g)

a

£((52) &) = @)

pour tout g € G et tous a,d € Qb €Q,,. Laction de G est induite simplement par
la translation a droite sur les fonctions.

o les représentations de la série spéciale, ze. les tordues de la représentation
de Steinberg St par les caracteres lisses de Q0. La représentation de Steinberg est le
quotient de I’espace des fonctions localement constantes f : P}(Q »)— C par ladroite
engendrée par les fonctions constantes.

e enfin, les représentations supercuspidales, pour lesquelles il n’y a malheureu-
sement pas de description facile. Elles sont caractérisées par la compacité (modulo le
centre de G) du support de leurs coefficients matriciels.

Les représentations de la série spéciale et celles supercuspidales forment ce qu’on
appelle la série discrete de G. La correspondance de Langlands locale « clas-
sique » pour G s’énonce sous une forme vague (qui peut étre rendue précise avec
beaucoup plus de travail) :

,—| Théoreme 1.9. \

Il existe une bijection naturelle 7 — LL(7) entre

o ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles
de G sur C et

e ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations de Weil-Deligne
de dimension 2 sur C, Frobenius-semisimples.

J

La bijection fournie par le théoréme ci-dessus (d0 a Jacquet-Langlands [JL 06] st
p > 2, Tunnell [ Tun 81] et Kutzko [Kut 80] si p =2, et généralisé a GL, (F) pour une
extension finie F de Q, par Harris-Taylor [HT 01], Henniart [Hen 00] et Scholze
[Sch 13]) a un certain nombre de propriétés remarquables :

o clle est compatible avec les twists par des caracteres lisses (en utilisant la théorie
du corps de classes local).

e LL(7) est irréductible si et seulement si 7 est supercuspidale.

o LL(7) est indécomposable si et seulement si 7t est dans la série discréte de G.

e La bijection peut-étre rendue « rationnelle » (en prenant la normalisation de
Tate), i.e. compatible avec les automorphismes de C. En particulier, si C = @p etsim
est définie sur une extension finie L de Q ,, alors il en est de méme de LL(r).

Passons maintenant a la relation entre les représentations de D* et celles de
G = GLZ(QP), connue sous le nom de correspondance de Jacquet-Langlands
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[JL 06]. Supposons pour I'instant que C = C. Soit H € {G,D*} et fixons une mesure
de Haar d b sur H. Soit #¢(H ) I’algébre de Hecke de H, i.c. I’algébre des fonctions
localement constantes, a support compact sur H (le produit étant celui de convolution).
Alors #°(H) agit sur toute représentation lisse 7z de H par

Fo= /H F(h)bovdh

pour f € #(H)et v € 7. Si 7 est admissible, alors 'image de "opérateur v — f.v est
de dimension finie, donc on peut parler de sa trace, notée tr(f). Si 7 est irréductible,
un théoréme fondamental d’Harish-Chandra assure I’existence d’une unique fonction
localement constante y,. sur H"¢ (Pouvert dense des » € H dont le polynome carac-
téristique est sans racine double dans @), localement intégrable sur H et telle que

pour tout /€ #(H) on ait

w(f) = /H 20 (h)dh.

On appelle y,. le caractére de 7. Il s’agit d’une fonction constante sur les classes de
conjugaison, indépendante du choix de la mesure de Haar sur H. Le théoréme suivant
est dii a Jacquet et Langlands [JL 06].

,_( Théoreme 1.10. )

Il existe une bijection canonique p — JL(p) entre

e ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles
de D* sur C et

e ’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations de la série discrete
de G

telle que

)(]L(,a)(g) = —)(p(d)

si g € G et d € D* ont le méme polyndme caractéristique irréductible.

Par exemple, la représentation triviale de D* correspond a la représentation de
Steinberg de G. Les représentations lisses, irréductibles, de dimension plus grande
que 1 de D* sont en bijection avec les représentations supercuspidales de G.

On peut remplacer C par tout corps C abstraitement isomorphe a C. De plus, o
et JL(p) ont le méme caractére central, et o — JL(p) est compatible avec les twists par
des caracteres, ainsi qu’avec la dualité (si 7r est une représentation lisse admissible de
H € {G,D"}, la duale-ou contragrédiente-de 7 est par définition le sous-espace 7" des
formes linéaires A € Hom(7t, C) qui sont fixées par un sous-groupe ouvert compact
de H, avec ’action naturelle de H ; la condition d’admissibilité de 7 est équivalente a
la bijectivité de Iinjection canonique 7= — (7z")Y).

La cohomologie [-adique de la tour de Drinfeld

Soit [ # p un nombre premier, et soit p une Q,-représentation lisse irréductible
de D*.\ Il existe 7 tel que p soit triviale sur 1+ @7 0. Supposons dans la suite que le
caractere central de p est trivial.
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24 La conjecture de Breuil et Strauch chap.1 sec.4

Grace a la correspondance de Jacquet-Langlands locale (théoréme 1.10), on sait
attacher a p une représentation lisse irréductible = = JL(p) de G = GL,(Q,) sur
@, a caractere central trivial, et qui est dans la série discrete de G. Soit W(p) la
représentation de WQp sur @, attachée a 7 par la correspondance de Langlands locale
pour G (plus précisément, le théoréme 1.9 fournit une représentation de Weil-Deligne,
et W(p) est la représentation de WQp qui lui correspond par la recette de Grothendieck-
Deligne, ¢f- la fin du paragraphe 3.1).

On dispose alors du théoreme profond suivant, dii aux travaux de Deligne, Carayol
[Car 90], Faltings [Fal 02a], Fargues [FGL 08] (et qui admet des versions [HT 01]
pour GL,(F) ot F est une extension finie de Q,, contrairement — pour I'instant —a

ce que l’on verra dans ce cours).

Théoreme 1.11. )

Avec les notations précédentes il existe un isomorphisme de G x Wy -modules
P

Homy, (o, H}(p”\ M, ®C,,Q;)) — n®W(p)

Christophe Breuil et Mathias Strauch ont formulé une conjecture [BS 04] dé-
crivant le complexe de de Rham des espaces .#,,, faisant aussi intervenir les corres-
pondances de Jacquet-Langlands locales pour G (et D*), mais le point nouveau est
’apparition de la correspondance de Langlands p-adique pour G. Le but de ce cours
sera d’expliquer la preuve d’une version de cette conjecture. En utilisant ces résultats,
on peut obtenir [CDN 17] une version p-adique du théoreme ci-dessus.

Pour énoncer les résultats, nous avons besoin d’un certain nombre de préliminaires
et de rappels auxquels sont consacrés les paragraphes suivants.

Représentations p-adiques et de Weil-Deligne

Soit K une extension finie de Q. Nous avons vu dans le paragraphe 3.1 que

les représentations / # p-adiques continues de ¥ = Gal(K/K) fournissent natu-
rellement des représentations de Weil-Deligne. Cela n’est plus du tout vrai pour les
représentations p-adiques de ¥, qui sont celles qui vont nous intéresser, et dont la
structure est nettement plus compliquée. Grace aux travaux de Fontaine [Fon 82,
Fon 90, Fon 94a, Fon 94c, Fon 04, Fon 94b], Colmez [ CF 00, Col 02, Col 08a, Col 03],
Berger [Ber 02, Ber 08], Kedlaya [Ked 04] et d’autres, on sait mettre un peu d’ordre
dans le monde des représentations p-adiques de % et isoler une classe importante
de représentations qui fournissent aussi naturellement des représentations de Weil-
Deligne (mais contrairement au cas /-adique, elles ne sont pas déterminées par ces
représentations de Weil-Deligne). La construction est nettement plus compliquée que
dans le cas /-adique et demande bon nombre de préliminaires.

Dans une premiére étape, on associe a toute représentation p-adique V' de ¥
des objets de nature semi-linéaire :

e un K-espace vectoriel de dimension finie Dyr(V'), muni d’une filtration de-
croissante, exhaustive, séparée (Fil' (D R(V))),<z (on a donc Fil'(D (V) =0
pour i tres grand et Fil' (D (V) = D (V) pour i trés petit).
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e Un K, := Q) NK-espace vectoriel de dimension finie D, (V') muni d’un fro-
benius Kj-semi-linéaire (par rapport au frobenius naturel de K) bijectif, ainsi
que d’un opérateur de monodromie N : D (V) — D (V') qui est Ky-linéaire et
satisfait No = poN.

e Une injection Dy (V) ®x K — Dyp(V), qui permet de munir Dy (V) ®, K de
la filtration induite.

La construction de D(V) et D (V) repose sur la construction (trés com-
pliquée et que nous n’allons pas donner, voir [Fon 94a, Fon 94c]) de deux
gigantesques anneaux de périodes p-adiques B, et B, en posant

Dy (V)= (B, ®q, V)%, Dg(V)=Bg ®q, V)%

Les structures supplémentaires (filtration, frobenius, monodromie) sur D (V)
et D p(V') sont induites par des structures supplémentaires sur les anneaux B,
et Bz, comme suit :

o B, est une Q}-algebre, et il est muni d’une action de ¥ , d’un frobenius

4
bijectif ¢, ainsi que d’un opérateur de monodromie N tel que No = pyN.
Laction de %, commute avec ¢ et N.
4
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e B est un corps de valuation discrete et une @—algébre. Il est muni d’une
. .. N . ’ . an _ nm+ \
action de ‘5@?, ainsi que d’une filtration décroissante Fil” (Br) = "B, ou

B, est 'anneau d’entiers de By et ¢ est une uniformisante.

e On dispose d’'un plongement ® B ® k, K — Bygg, en particulier on peut munir
B, ®_ K de la filtration induite.

Fontaine a montré que pour toute représentation p-adique V on a

dimg Dgp(V) < dimV,  dimg D (V) <dim V.

,_¢ Définition 1.12. 1

On dit que V est de de Rham, resp. semi-stable si
dimyg Dgp(V) =dim V, resp. dimg D (V) =dim V.

On dit que V devient semi-stable sur une extension finie K’ de K si la restriction
de V a 9, est semi-stable, ie. si la dimension sur K7 de

Dy x(V):= (B ®q, V)

estdim V.

Remarque 1.13. La cohomologie étale p-adique des variétés algébriques propres
et lisses sur K fournit des exemples trés importants de représentations p-adiques
de de Rham (et méme semi-stables, si les variétés en question ont réduction semi-
stable). Cela est une conséquence des théorémes de comparaison en théorie de Hodge
p-adique, voir par exemple [Fal 02b, Niz 08, Tsu 99].

(3) Qui dépend du choix d’une uniformisante de K.
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Il est clair que toute représentation semi-stable est de de Rham. Mieux, toute
représentation qui devient semi-stable sur une extension finie de K est de de Rham.
La réciproque est vraie, mais nettement plus difficile. Le théoréme profond suivant
(conjecturé par Fontaine et connu sous le nom de théoréme de monodromie p-
adique) est di 3 Berger [Ber 02], André [ And 02], Kedlaya [Ked 04] et Mebkhout
[Meb 02] (avec des preuves différentes données par Colmez [Col 08a], Fargues et
Fontaine [FF 17]).

!

Théoreme 1.14. )

Toute représentation de de Rham V' de %, devient semi-stable sur une extension
finie de K.

Il est utile a ce stade d’introduire la définition suivante, dans laquelle K” est une
extension finie galoisienne de K.

— Définition 1.15. |

a. Un (¢,N,Gal(K’/K))-module est un Kj-espace vectoriel de dimension
finie D, muni d’un endomorphisme semi-linéaire bijectif ¢, d’'un endomorphisme
linéaire N satisfaisant No = p@N, et enfin d’une action semi-linéaire de Gal(K’/K),
qui commute avec ¢ et N. Si N =0, on parle de (¢,Gal(K’/K))-module.

b. Un (¢, N, % )-module est un objet de la forme D @, Q' pour une exten-
sion finie galoisienne K’ /K et un (¢, N,Gal(K’/K))-module D. Si N =0, on parle
de (¢, 9 )-module.

c. Un (p,N,Gal(K’/K))-module filtré est un (¢, N,Gal(K’/K))-module D
muni d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée (Fil'( D)),y sur D =D® x K’
par des sous K’~espaces vectoriels stables sous .. On définit de maniére évidente la no-

tion de (¢, N, 9x)-module filtré, en considérant une filtration sur Dg := D ®Q;‘ K.

Soit K’ /K une extension finie, galoisienne, et soit V une représentation de ¥,
qui devient semi-stable sur K'. Alors D x,(V) est un (¢, N,Gal(K'/K))-filtré et on
associe a V un (¢, N, ¥ )-module filtré

Dpst(v> = Dst,K/(V) ®Kc’> Q;r’
qui ne dépend pas du choix de K’. De maniére plus canonique, on a
Dpst(v) = li_r)n(Bst ®QP V)%K/ >
K'/K
la limite étant prise sur les extensions finies K’ /K contenues dans @ ,. Combinée avec
le théoreme 1.14, cette construction fournit un ®-foncteur exact V — D, (V)
L — représentations de de Rham de ¥ — (¢, N, ¥x) — modules filtrés.

Fontaine a montré que ce foncteur est pleinement fidele. Plus précisément, si D
est un (¢, N, 9 )-module filtré, posons

V(D) = (D ®y BN Nl ( Dy @ B,

Fil’(Dg ®g Byg) = Z Fil'(Dg) @ Fil ™ (Bg)-
1€Z
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Alors pour toute représentation p-adique de de Rham V' on dispose d’un iso-
morphisme canonique

V2 Vi(Dpo(V))-

Notons que I'on peut définir V, (D) pour tout (¢, N,Gal(K’/K))-module filtré D et
toute extension finie K’ /K, par une recette semblable a celle ci-dessus.

La description de I'image essentielle du foncteur V — D, (V') a été conjecturée
par Fontaine et la conjecture a été démontrée par Colmez et Fontaine [ CF 00] (avec
des preuves différentes fournies par Berger [Ber 08], Colmez [Col 02], Fargues et
Fontaine [FF 17]). Si D est un (¢, N,Gal(K’/K))-module filtré, on pose

1 .. . ;
v,(det o)), 1, (D)= "i - dimy, (gr' (D).

MR
0" xep i€Z

Définition 1.16.
On dit que D est faiblement admissible si ty,(D) = t;(D) et si ty (D) =t (D)
pour tout sous-espace D’ de D stable par ¢ et N, muni de la filtration induite.

Le théoréme de Colmez-Fontaine [CF 00] s’énonce alors comme suit :

,—( Théoréeme 1.17. J

Soit K’ une extension finie galoisienne de K. Les foncteurs V — D, (V) et
D — V(D) induisent des équivalences de catégories quasi-inverses, préservant les
dimensions, entre
e la catégorie des représentations de ¥ qui deviennent semi-stables sur K’ et
e la catégorie des (¢, N,Gal(K’/K))-modules filtrés faiblement admissibles.

Remarque 1.18.

a. On dispose de I’énoncé plus précis suivant : soit D un (¢, N, ¥ )-module filtré.
Alors V(D) est de dimension finie sur Q,, si et seulement si £;;(D") < ty(D”) pour
tout sous-objet D’ de D. Si c’est le cas, alors dim V, (D) < dim D, et on a égalité si et
seulement si D est faiblement admissible.

b. Les foncteurs V — D, (V) et D — V(D) induisent des équivalences de caté-
gories quasi-inverses entre la catégorie des représentations de de Rham de ¥ et celle
des (¢, N, 9 )-modules filtrés faiblement admissibles.

c. Voici deux exemples « concrets ».
® Si k > 2 est un entier et a, est dans I'idéal maximal 7, de L, on peut

définir un p-module filtré Dk,ﬂp, ayant une L-base e,, e, telle que ¢(e,) = p*F'e,,
v(e,) =—e; +a,e,, et une filtration telle que Fili(D,mp) =Le pour1<i<k—1,
Fili(DkﬂP):O pour i =k et Fili(Dk,ap):Dk,ap pour 2<0. Alors D/e,ap est faiblement

admissible. Le théoreme de Colmez-Fontaine fournit donc une L-représentation
V3, dedimension 2 de ¥ , cristalline, telle que
p 4

Dcris(vl:,ap) = Dk,ap'
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A torsion par un caractére cristallin prés, toute représentation cristalline absolument
irréductible de dimension 2 de %, est ainsi obtenue.
P
® Soit k£ > 2 un entier et soit £ € L. On construit alors un (¢, N)-module
;o[ .. £
filtré faiblement admissible D, o, ayant une L-base e,, e, telle que ¢(e;) = p2e,,
k T .

p(e,) = p2tey, N(e;) = e,, N(ey) = O et tel que Fil'(D,, o) est nul pour i > k,
¢gala L(e; +ZLey) pour 1 < i <k—1etégalaD, o, pouri <O0. Par le théoreme
de Colmez-Fontaine, on obtient une L-représentation semi-stable V, o, telle que
Dy(Vy 4) =Dy o

Rappelons que notre objectif est d’attacher des représentations de Weil-Deligne
aux représentations p-adiques de de Rham de %, ou K est une extension finie de
Q,- Il convient de fixer une extension finie galoisienne K’ de K, ainsi qu’un corps des

coefficients L, qui est une extension finie de @, suffisamment grande pour que tout
plongement K — Q,, se factorise par L (rappelons que Kj =K' N Q}'
Fontaine [Fon 94c, Fon 94b, BS 07] a défini un foncteur

WD : L—(¢,N,Gal(K’/K))—modules® — WDg/ /s

ou WDy, x est la catégorie des représentations de Weil-Deligne de K sur , non rami-
fices en restriction a Wy,. Pour simplifier les formules, il convient de fixer un plonge-
ment o : K — L (le foncteur qui en résulte ne dépend pas du choix, a isomorphisme
non canonique pres). Si D est un L — (¢, N,Gal(K’/K))-module, I'isomorphisme

L®g, K= H L, [®@x—(lt(x)),
T:K)—L

permet de définir le L-espace vectoriel

V = D ®L®QPK6>‘T L

Lendomorphisme N de D induit un endomorphisme de V. Pour g € Wy on note
#(g) 'unique entier tel que 'image de g dans %]FP soit donnée par x — x?"? et
on note g 'image de g dans Gal(K’/K). En posant r(g) = g o &) on obtient un
endomorphisme K{ ® L-linéaire de D, ce qui induit un endomorphisme r(g) de V.
On vérifie que (r,N, V) est une représentation de Weil-Deligne de K sur L, non
ramifiée en restriction a Wy, et on pose

WD(D)= (r,N, V).

Remarque 1.19. Breuil et Schneider [BS 07] ont montré que le foncteur de Fontaine
est en fait une équivalence de catégories.

(4) Cesont des (¢, N, Gal(K ’/K))-modules munis d’une action de L commutant aux struc-
tures supplémentaires, et qui sont libres en tant que Kj 2 ®q, L-modules.
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Ainsi, pour toute L-représentation V de ¥ qui devient semi-stable sur K’, on
peut définir une L-représentation de Weil-Deligne

WD(V) :=WD(Dy k. (V)),

non ramifiée sur K’. On vérifie qu’elle ne dépend pas du choix de K’ (tant que L
est suffisamment grand, comme ci-dessus, ce qui sera le cas dans les applications).
Contrairement au cas /-adique, ou la représentation de Weil-Deligne associée garde
presque toute 'information ®, ce n’est pas du tout le cas de la représentation de Weil-
Deligne associée a une représentation de de Rham. En effet, sa construction n’utilise
que le L—(p, N,Gal(K’/K))-module sous-jacent, et pas sa filtration de Hodge. Il existe
en général beaucoup de représentations de de Rham ayant la méme représentation de
Weil-Deligne (voir 'exemple des représentations V), ¢ ci-dessus : la représentation de
Weil-Deligne associée « oublie » le parametre £).

La correspondance de Langlands p—adique pour

GLZ(Qp)

Représentations de Banach et localement analytiques

de G

Fixons une extension finie L de @, qui sera le corps des coefficients des repré-
sentations de G que ’on utilisera. Rappelons qu’un L-espace de type compact est
un L-espace vectoriel localement convexe qui peut s’écrire comme limite inductive
d’une suite de L-espaces de Banach, avec des applications de transition compactes.

— Définition 1.20. |

a. Une L-représentation de Banach de G est un L-espace de Banach II
muni d’une action continue de G. La représentation II est dite unitaire si elle admet
un 0, -réseau G-stable.®

Soit k; le corps résiduel de L. On dit que IT est unitaire admissible s’il existe

un 0, -réseau G-stable © tel que (0 ® k L)H soit un k; —espace de dimension finie
o

(et donc un ensemble fini) pour tout sous-groupe compact ouvert H de G.

b. Une L-représentation localement analytique de G est un L-espace de
type compact IT muni d’une action continue de G telle que tout v € I I’application
G —

soit localement analytique.
4 ?

(@) Cela équivaut a I’existence d’une norme G-invariante définissant la topologie de II.

Remarque 1.21. Soit H un sous-groupe compact ouvert de G, et soit D(H ) I'algebre
des distributions localement analytiques sur H, a valeurs dans L (i.e. le dual fort de
Iespace des fonctions localement analytiques sur H, a valeurs dans L). Si IT est une L-

(5) Et méme toute I'information si la représentation de départ est Frobenius semi-simple.
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représentation continue de G sur un L-espace de type compact, alors IT est localement
analytique si et seulement si la structure de H-module sur le dual topologique IT* de
IT s’étend en une structure de D(H )-module topologique.

Soit Ban(G) la catégorie des L-représentations de Banach unitaires admissibles de
G, et soit Rep*(G) (resp. Rep'™*(G)) la catégorie des L-représentations localement
analytiques (resp. lisses) de G. On dispose de foncteurs

Ban(G) — Rep™(G) — Rep™(G)

H — Han
X Xlissc
ou IT*" est le sous-espace G-invariant de II formé des vecteurs v € IT qui sont locale-
. . s .o — . .
ment analytiques, z.e. tels que ’application R soit localement analytique,

et X'55¢ est le sous-espace de X formé des vecteurs lisses (i.e. fixés par un sous-groupe
ouvert compact de G).

Si IT € Ban(G), on note simplement ITi%¢ = (Ha“)hsse. Notons que IT"* est la
plupart du temps nul (mais il ne sera pas nul pour les représentations que ’on étudiera
dans ce cours), alors que ce n’est pas du tout le cas de IT*", grace au théoreme suivant,
dti a Schneider et Teitelbaum [ST 03] et valable pour toute représentation de Banach
admissible d’un groupe de Lie p-adique.

r—( Théoréeme 1.22. )
II*" est dense dans II pour tout I € Ban(G).

Remarque 1.23. Schneider et Teitelbaum montrent aussi que le foncteur IT+— IT*"
est exact sur Ban(G) (C’est encore valable pour tout groupe de Lie p-adique a la
place de G). Pour le groupe G, un des résultats principaux de [CD 14] affirme que le
foncteur IT — ITI*" est pleinement fidéle si on le restreint a la sous-catégorie pleine de
Ban(G) formée des représentations de longueur finie, ayant un caractere central. Plus
précisément, si IT est une telle représentation, alors I n’est autre que le complété
unitaire universel de II*", z.e. pour toute représentation de Banach unitaire 9 (pas
forcément admissible ou de longueur finie), ’application naturelle

Homi‘frg](ﬂ, B)— Homf[‘g](l_[an, RB)

déduite de I'inclusion IT*" C IT est bijective. Cet énoncé semble étre une conséquence
immédiate de la densité de II** dans II, mais il n’en est rien (le probleme est que la
topologie naturelle de IT*" n’est pas du tout celle induite par II). D’ailleurs, la preuve
de ce résultat utilise de maniere cruciale les constructions et les résultats principaux
de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G (ainsi, ce résultat est pour
Iinstant connu seulement pour G, contrairement aux résultats généraux ci-dessus de
Schneider et Teitelbaum).

Finissons ce court paragraphe avec un exemple explicite. Soit y : Q7 — L" le

caractére cyclotomique, ze. y (x) = x|x|. Soient 8, 8, deux caracteres unitaires (i.e. a
valeurs dans 0) de Q, et notons

B(8,,8,) =Ind(8,® y '8
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Iespace des fonctions continues ¢ : G — L telles que

¢ ((25)g) =)y~ (d)S,(d)d(g)

pour g € G,a,d € Q, et b € Q,. Le groupe G agit naturellement sur B(3},3,),

par (g.¢)(x) = ¢(xg). Alors B(8,,8,) € Ban(G) et on peut montrer que cette
représentation est irréductible si et seulement si §, # y'8,. 518, = ¥y '8, la
représentation B(8, 8,) est de longueur 2, extension de St°°™ ® (8, odet) par &, odet,
ou St = GO(PYQ ) L)/cst est la représentation de Steinberg continue de G. Cela

fournit une famille d’objets irréductibles de Ban(G), que I'on appelle ordinaires. 1l
n’est pas tres facile de construire d’autres objets irréductibles, mais on verra plus tard
(¢f- théoréme 1.27) qu’il en existe beaucoup.

Le foncteur de Colmez

On dit qu’une représentation II € Ban(G) est résiduellement de longueur
finie si elle admet un caractere central, ainsi qu’un 0, -réseau © C II stable par G
et tel que © ®,, k; soit un k;[G]-module de longueur finie. Soit Ban(G)! la sous-
catégorie pleine de Ban(G) dont les objets sont les représentations résiduellement
de longueur finie et soit Rep; (%, ) la catégorie des L-représentations continues, de
dimension finie de %QP. Colmez a construit [ Col 10b] un foncteur covariant, exact et
magique y

V :Ban(G)" — RepL(‘.ﬁQp ).

Nous allons rappeler rapidement la construction de ce foncteur. Elle passe par
I’équivalence des catégories de Fontaine [Fon 90], qui permet de remplacer Rep L<(g@p)

par une catégorie plus concrete, celle des (¢,I')-modules étales sur I’anneau de Fon-
taine &. Notons O, le complété p-adique de O, [[T]][1/T] et & = Og[1/p] son
corps des fractlons Le groupe I' = Gal(Q}*/Q ,) S'identifie a Z, par le caractere

cyclotomique p-adique, et on note o, I'élément de I qui correspond aa € Z, (ona
donc 0,({) = {* pour { € ,,..). On munit g et & d’actions 0; -linéaires, respectant
la structure d’anneau, de ¢ et I en posant

p(N)=(1+T)" =1, o (T)=(1+T) —

Définition 1.24. i}

Un (¢,I')-module sur 0, (resp. 6”) est un Og—module de type fini (resp. &-espace
vectoriel de dimension finie) muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et T,
commutant entre elles. Un tel objet D est appelé étale si ¢(D) engendre D sur O
(resp. si D admet un Og-réseau qui est un (¢,I')-module étale sur O).

On dispose alors du théoréme fondamental suivant, dt a Fontaine [Fon 90] :

1

Théoréme 1.25. ]

Il existe une équivalence de catégories entre Rep L(%Qp) et la catégorie pI'**(&) des

(¢,T)-modules étales sur &.
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De plus, cette équivalence admet une version entiére et de torsion (en considérant
des (¢,T')-modules étales sur O, et des 0, -modules de type fini munis d’une action
linéaire continue de ¢, ). La construction du foncteur V' passe par la construction

?

d’un foncteur contravariant exact
D :Ban(G)! - ¢I*(8),

en posant V(IT) = V(D(I))*(1), i.e. on tord par le caractere cyclotomique le dual de
la représentation galoisienne correspondant a D(II) par I’équivalence de catégories de
Fontaine.

Il nous reste a expliquer la construction de D(IT) pour IT€ Ban(G). Soit Rep(G)
la catégorie des 0, [ G]-modules lisses, admissibles, de longueur finie, de torsion en
tant que O, -modules, et ayant un caractére central. Il suffit de construire un foncteur
D de la catégorie Rep(G)"" dans la catégorie des 0, -représentations continues, de
torsion en tant que 0;-modules, de (ng' En effet, étant donné IT € Ban(G)Y, on

If tors

choisit un réseau G-stable © C II tel que ©/c; O soit de longueur finie sur k,[G], et
on observe que ©/@?0 € Rep(G)H°" pour tout 7, ce qui permet de poser

D(IT) = lim D(6/@}©) ®,, L.

n

Il est clair que D(IT) ne dépend pas du choix de ©.

Considérons alors IT € Rep(G)5°™ et choisissons un sous-0, -module de longueur
finie W C II qui engendre IT sur 0 [ G] et qui est stable par K = GL,(Z ) (existence
de W découle facilement des hypothéses faites sur II). Lorthogonal Dy, (IT) (dans
Y = Hom, (IL,L/0;)) de

a+p"Z,47,

z \{o

est stable par P = ) ce qui permet de le considérer comme un (¢,I)-

module sur G,[[T]] (@ prior1 pas de type fini!), en faisant agir 7 par (}1)—1, ¢ par
(¢ O) et o, €T par (49). Colmez a montré [Col 10b, ch. ITI, IV] que

D(II) = Og ®, 177 Dy (11)

ne dépend pas du choix de W, que IT — D(II) est un foncteur exact, et que D(II)
est bien un (¢,I')-module étale sur 0, (ce dernier point est difficile et repose sur la
classification des représentations lisses, admissibles, irréductibles modulo p de G, due
a Barthel, Livné et Breuil [BL 94, BL 95, Bre 03b, Bre 03a]).

Donnons deux exemples concrets. D’abord, si II est de dimension finie sur L,
il découle directement de la construction que V(IT) = 0. Ensuite, supposons que
8,8, sont des caracteres unitaires de (', et considérons la représentation B(J', 3,)

introduite aprés le théoréme 1.22. On montre que B(8,,8,) € Ban(G)" et que

V(B(8,,8,))~L(S)),

ol L(8) est le caractere de 9 correspondant a & par la théorie locale du corps des
r
classes (a priori 8, correspond a un caractere de Wy , mais le fait que & est unitaire
P

i A A \
permet de prolonger par continuité ce caractere a %Qp).
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La correspondance p-adique

Le théoréme suivant a été établi dans [CDP 14], suite a une longue série de travaux
de Berger, Breuil [BB 10, Bre 04] (qui a été le premier a formuler des conjectures
tres précises dans le cadre du programme de Langlands p-adique, et a vérifier leur
validité dans certains cas), Colmez [ Col 10a, Col 10b], Emerton [ Eme 06a, Eme 11],
Kisin [Kis 10], Paskunas [Pas$ 13]. Pour I’énoncer, nous avons besoin de la définition
suivante :

| Définition 1.26. |

Une représentation IT € Ban(G) est dite supersinguliére si IT est (topologique-
ment) absolument irréductible et si I n’est pas isomorphe & un sous-quotient de
Iinduite parabolique d’un caractére unitaire du tore diagonal de G.

Une maniére d’énoncer la correspondance p-adique est alors la suivante :

,—( Théoreme 1.27. ) \

Toute représentation supersinguliére IT est dans Ban(G)Y, et le foncteur V' de
Colmez induit une bijection

{ représentations supersingulieres } /
IT € Ban(G) -

L-représentations continues, absolument irréductibles,
~y
de dimension 2 de ‘g@p -

Remarque 1.28.

1. Lapremiére partie de I’énoncé a été établie par Paskunas [Pas 13] pour p > 5,
les cas restants faisant I’objet de [CDP 14]. Ce résultat de finitude permet de faire
fonctionner le foncteur de Colmez, ie. il permet de définir la fleche attachant a une
représentation supersinguliére IT une représentation galoisienne V/(II).

2. Un des points les plus délicats du théoreme est de montrer que V(II) est bien
de dimension 2 si IT est supersinguliere.

3. Une autre construction de Colmez (qui sera rappelée dans le troisieme cha-
pitre) associe a toute L-représentation V' de dimension 2 de ¢, une représentation

»

II(V) € Ban(G), et II(V) est supersinguliere si V est absolument irréductible.
4. Un point fondamental (et tres différent du cas « classique ») est que toutes ces
constructions sont fonctorielles (en I et en V).

5. Voici deux exemples « concrets » et fondamentaux (il s’agit des deux premiers
cas connus de la correspondance, et leur étude joue d’ailleurs un rdle fondamental
dans la construction et I’étude de la correspondance).

® Soit k>2un entier eta, un élément de I'idéal maximal de L. Soit o = Sym*—2(L?),
, . ._ R . . .
vue comme represen-t‘atlon deKZ := G.L2<Z »)Q, enfaisant agit p € Q ’ trivialement
et le reste de la maniere naturelle (on identifie @7, au centre de G). Soit

e
_ indgy(o)

a ’
Ay T —
(lp

1T,

O
=}
=
o
(o]
-
c
=
(¢
(=9
o
=}
=
o
=
o
-
w
-
=
I
c
(o]
=
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ou T est un certain opérateur de Hecke que nous n’allons pas expliciter. De fagon
encore plus concrete, on peut écrire

I, ~Sym" (L)@, Indg (A" ® (p/2)"),

ou A;, 4, sont les racines du polynéme X? —a, X + »*=1, I'induite est lisse, et B

est le Borel triangulaire supérieur de G. On montre que I, est irréductible si
a, # :I:(p§ + pg_l). D’apres un théoreme fondamental de Berger-Breuil [BB 10]

_ [ .
(complété par Paskunas dans le casa, = £2p = si p > 2, voir [CDP 14] pour le
cas p=2), Tl . admet un réseau de type fini sur 0;[ G] et le complété de I, par
rapport a un tel réseau est (indépendant du choix du réseau et) une représentation
unitaire, admissible, irréductible de G. Ce complété correspond a la représentation
galoisienne V), , par le théoreme ci-dessus (voir la remarque 1.18 pour la définition
r
de V, , ). Notons que I’existence du réseau ou la non nullité du complété sont des
k,ap q p

résultats hautement nontriviaux, bien que IT, , soit tout a fait « concréte ».
p

. . k k .
®Soitk>2et £ €L Soit §=|-]2""®|-|27'x*2, un caractére du tore

. , . T — E_
diagonal de G. La représentation algébrique W, = Sym*~?(L?) ® |det|z~" se plonge
dansInd$ (&) (Pinduite est lisse). Dautre part, on construit une extension de Ind (&)
par elle-méme en induisant une B-extension 0, ® & du caractere & par lui-méme,

ou 0 est donnée par
7e (38)) = ("),

log ,, étant le logarithme p-adique de valeur & en p. Soit 7 : Ind§ (04,) — Ind§(8)la
projection naturelle et soit $(k, &) = 7~} (W},)/ W,,. Colmez [ Col 10c] a montré que
Y.(k, %) admet un réseau G-stable, dont le complété B(k, ) est une représentation
unitaire, admissible, irréductible de G (des cas particuliers de ce résultat ont été
établis par Breuil dans ses articles fondateurs sur la correspondance de Langlands
p-adique [Bre 04, Bre 10b]). Il s’agit de la représentation attachée a la représentation
galoisienne V), o, (¢f. remarque 1.18) par le théoreme ci-dessus.

Nous aurons aussi besoin du théoréme de compatibilité entre les correspondances
«classique » et p-adique, dti a Colmez [Col 10b] et Emerton [Eme 11]. Rappelons
que si V est de de Rham, on dispose d’une représentation de Weil-Deligne WD(V),
¢f. paragraphe 4.

1

Théoreme 1.29. ]

Sillet V se correspondent (via le théoréme précédent), alors T £ 0 si et seule-
ment si V est de de Rham, a poids de Hodge-Tate 0 et 1, dans quel cas

I = LL(WD(V)).

(3 Les principaux résultats de ce cours

Fixons une représentation lisse irréductible o de D*, définie sur une extension
finie L de ., a caractere central trivial. Prenons 7 assez grand pour que p soit triviale
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sur 1+ @}, 0, (un tel 7 existe puisque D* est compact modulo le centre). Supposons
que dim p > 1, de telle sorte que 7w := JL(p) est une représentation supercuspidale
de G. Soit enfin o = LL(7r) la représentation irréductible de dimension 2 de Wy,

P
attachée a 7r. Toutes ces représentations sont définies sur L.

Rappelons que nous disposons aussi d’espaces analytiques X, sur @ ,, modeles
rationnels de la tour de Drinfeld. Ils sont munis d’actions de G et D*, qui commutent
entre elles. En fixant L, o une fois pour toutes, on écrira X, au lieu de X, ®;, L dans

4

la suite.

/—{ Définition 1.30. k}

Soit ¥(p) I'ensemble des L-représentations de de Rham V/, de dimension 2, a poids
de Hodge-Tate O et 1, et telles que

~

WD(V) S 0.

Remarque 1.31. Une telle représentation V est absolument irréductible, ce qui per-
met de lui associer (grace au théoremes 1.27 et 1.29) une représentation supersinguliere

(V) € Ban(G) telle que TI(V)'s¢ 5 7z,
Quand V varie dans ¥(p), les (¢, N, %QP )-modules D, (V) sont isomorphes

O
=}
=
o
(o]
-
c
=
(¢
(=9
o
=}
=
o
=
o
-
w
-
=
I
c
(o]
=

(on oublie la filtration de Hodge), et nous allons noter M = M(p) la classe d’isomor-
phisme de ces (¢, N, Y%, )-modules. Notons d’ailleurs que N =0 sur M, puisque la

représentation de Weil-Deligne sous-jacente est irréductible.
Enfin, si X est une représentation de D*, on note

X? =Homy, (p,X)= (p° QL;X)D*.

Le premier résultat s’énonce alors :

1

Théoréme 1.32. ]

Pour tout V € ¥(p) il existe un unique (@ scalaire pres) isomorphisme de G-
modules de Fréchet

o

n

= (mvym/mv)is)”.

On obtient donc des suites exactes
0— 0Z) — (H(V)an)* — 17" — 0

pour V € ¥(p).
Remarque 1.33.

1. En «particulier » la représentation II(V** / II(V)lisse S I1(V ) /7 ne dépend
pas du choix de V € ¥(p). Nous écrivons « particulier » car ce résultat (d a Colmez
[Col 10b, ch. VI]) est un ingrédient majeur de la preuve du théoréme!

2. Colmez a montré [Col 15] que II(V)** /TI(V')l¢ est un G-module topologi-
quement irréductible. On en déduit I'irréductibilité de O(X,)°.
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3. Le théoréme entraine aussi que O(X,) est un G-module coadmissible au sens
de Schneider-Teitelbaum [ST 03] (il s’agit d’une notion de finitude pour les duaux de
représentations localement analytiques de G, par exemple (II*")" est un G-module
coadmissible pour tout IT € Ban(G). Ce résultat était connu pour 7z = 1 (et pour
GL,(F) avec F /Q , finie) grace aux travaux de Patel, Schmidt et Strauch [PSS 17].

Lespace X, est un espace de Stein et les résultats de Strauch [Str 08] concernant
les composantes irréductibles géométriques de X, combinés avec Iisomorphisme de
Faltings-Fargues [FF 17] montrent que H (%, )? = 0 (cela utilise de maniére cruciale
le fait que dim(p) > 1). On en déduit une suite exacte de G-modules de Fréchet

0— O, — Q' — Hg(,) — 0.

Notons
_\Y%
Mrp=(M Q@ Q r
dR ( Q;r P)

un L-espace de vectoriel de dimension 2. Pour tout V' € ¥(p) on a un isomorphisme
(unique a un scalaire pres) D,
Cela permet de définir une application

(o) —> P(My)~P'(L)

en envoyant V € ¥(p) sur Fil’(D (V) C Dp(V) > Myg.

Le résultat suivant découle du théoréme de Colmez-Fontaine 1.17 (’irréductibilité
de la représentation de Weil-Deligne permet de montrer que toute filtration sur Mz
est faiblement admissible) :

Proposition 1.34. J
Lapplication ¥(p) — P(Mg) ci-dessus est bijective.

Si & C Mgy est une L-droite, on note Vo, € ¥(p) la représentation qui lui
correspond par la bijection ci-dessus. Notre résultat principal s’énonce alors comme
suit (on écrit @ pour I'image de cw € QY(X,,)° dans Hjp (3,)°) :

,—( Théoréeme 1.35. )

Il existe un isomorphisme de G-modules topologiques

Hy(Z,)f — Mz®n*

tel que pour toute L-droite £ C My on ait un isomorphisme de G-modules de
Fréchet (unique a scalaire pres)

(n(vg)a“)* > (weQ(X,F | el on C Mp®n' ~ Hi(S, ¥}

(V) >~ M, qui induit un isomorphisme Dy — M.

[ j%> ~—
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CHAPITRE 2

UNIFORMISATION P-ADIQUE ET
COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL

§) Introduction

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 2.2 ci-dessous, en utilisant des
arguments globaux. Bien que beaucoup plus faible que les deux résultats principaux
énoncés a la fin du premier chapitre, ce théoréme jouera un role fondamental par la
suite, car il permet de relier la géométrie des espaces ./, et les représentations sortant
de la correspondance de Langlands p-adique. Ce théoréme est essentiellement une
combinaison de deux résultats fondamentaux, de nature globale :

e le théoréme d’uniformisation p-adique de Cerednik-Drinfeld [ Che 76, BC 91,
Dri 76], qui relie la géométrie de ./, et celle de certaines courbes de Shimura.

e le théoreme de compatibilité local-global p-adique d’Emerton [Eme 117, qui
permet de retrouver la correspondance de Langlands p-adique dans la cohomo-
logie étale complétée de la tour des courbes modulaires. En fait, nous aurons
besoin d’une version de ce théoreme pour une tour de variétés de Hida, mais les
arguments sont rigoureusement les mémes que dans le cas des courbes modu-
laires (sauf que dans notre cas il n’y aura pas d’action de Galois sur les groupes
de cohomologie, qui seront simplement des espaces de fonctions continues sur
certaines variétés p—adiques compactes).

Avant de continuer, rappelons quelques notations du premier chapitre.
e L est une extension finie de Q, (corps des coefficients)
s . \ . cr
e D est I'unique algebre de quaternions ramifiée sur @,

o _/, est le n-eme étage de la tour de Drinfeld, avec
My=]]00Q,,
z

2 étant le demi-plan de Drinfeld.

e 3, est le modele canonique sur Q,, du quotient p™\.#,,, p étant vu comme un
¢lément du centre de G =GL,(Q,)).

(@)
(=]
=
(Y
=
=
E
o
3
¢
(Y
n

[eqoj
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e 7 est une représentation lisse, supercuspidale de G, définie sur L, a caractere
central trivial, et o = JL(7) est la représentation lisse irréductible de D* qui lui
est attachée par la correspondance de Jacquet-Langlands locale.

e On fixe n assez grand de telle sorte que p soit triviale en restriction a 1+ p” 0.

On écrit X = Homy,.(p, X)) pour toute L-représentation X de D*.

Si V est une L-représentation de dimension 2 de %QP =Gal(Q ,»/Q,), on note

II(V) la L-représentation de Banach de G associée a V par la correspondance
de Langlands locale p-adique.

,—{ Définition 2.1. 1
On dit qu'une L-représentation V de (ng est 7-compatible si V est de dimension
2, de de Rham, a poids de Hodge-Tate 0,1 et st

LL(WD(V)) ~ r,

ou WD(V) est la représentation de Weil-Deligne attachée a V' par la recette de
Fontaine (paragraphe 4 du premier chapitre).

Nous allons expliquer la preuve du théoréme suivant :

Théoreme 2.2.

Il existe une L-représentation t—compatible V' telle que

Homcont ( ( )an Q (Z #O

Dans la suite on note A I’anneau des adéles de @, Ar=Q®y, 7. les adéles finies
(Z étant le complété profini de Z), A? les adeles finies en dehors de p, etc.

Uniformisation complexe

Soit B/Q une algebre de quaternions déployée a I'infini et ramifiée en p. Regardons
B* comme un groupe algébrique sur Q et fixons des isomorphismes B*(R)~GL,(R),

B'(Q,)~D

On dispose alors d’une tour (Sh Kf) de courbes de Shimura, indexée par les sous-

groupes ouverts compacts suffisamment petits K rdeB*(Af). Ces courbes sont propres
et lisses sur Q et leurs points complexes sont décrits par

Shy (C) =B (QNX x B*(Af)/Kp),

avec X = C\ R l'analogue réel de .

Remarque 2.3.
a. B*(Q) agit sur X via le plongement B*(Q) C B*(R) ~ GL,(R) et I’action natu-
relle de ce dernier groupe sur C\ R. On peut en fait identifier X = C\ R avec la
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classe de B*(R)-conjugaison du morphisme

h: ReS(C/]R(Gm,(C) — B (R)~GL,(R), z=x+iy— (—xy ch) )
en identifiant ghg~! avec g(i) = ZIS pour g = (“4) € B*(R) ~ GL,(R). On
obtient ainsi une donnée de Shimura et la théorie générale permet de construire les
courbes ShKf sur Q.

b. Le groupe B*(A /) agit naturellement a droite sur la tour (ShKf), de telle sorte
que g € B*(A/) induise un isomorphisme ShKf ~Sh, K¢ Laction est définie sur

Q, et se voit tres facilement sur les C-points : en termes de 'uniformisation complexe

Shy (C) =B (Q\X x B*(As)/K)

elle est simplement donnée par [x, g'K,] — [x, g'gK/].
Si xy,...,x, forment un systéme de représentants pour ’action de B*(Q) sur
B*(Af)/K; (cette action n’a qu'un nombre fini d’orbites), et si on note I le stabilisa-

teur de x;, alors les I; sont des sous-groupes discrets co-compacts de B*(R) ~ GL,(R)
et

Shy (C)= IIr\x.
=1

Notons

QK/ = HO(ShKf(C),Ql)

’espace des formes différentielles holomorphes sur la surface de Riemann compacte
ShKf((C), et posons
Qoo = 11_1’)1’1 QK i
Ky

la limite inductive étant prise sur les sous-groupes ouverts compacts K de GL,(A ).
Alors Q0 est une représentation lisse admissible de B*(A /) et (2 X, s’identifie a I’espace

des K f-invariants dans Q.. En écrivant I'uniformisation

shy, (€)= [T \x

en termes du demi-plan de Poincaré (la partie « positive » de X), il n’est pas difficile de
vérifier que 2 X, s’identifie a I’espace des fonctions

f:BY(Q\B*(A)/R'K; —C

telles que
e l'application z = x + 1y — if(g (3 1)) est holomorphe sur le demi-plan de
Poincaré pour tout g € B*(A) et

o f(grg)=e27f(g) pour tous § €R et g € B*(A), avec 7, = (“’59 _Sine).

sinf cosd
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En notant .¢/ Iespace des formes automorphes pour B*(A), on en déduit facile-
ment un isomorphisme

Q, ~Homy. (0, &),

ou 0, est la série discréte holomorphe de poids 2 de B*(R). En décomposant ./ =@ . 7
selon les représentations automorphes 7w de B*(A) et en décomposant chaque 7 sous la
forme 7w = 7, ® 7t/ (avec 7, une représentation de B*(R) et 7z, une représentation

de B*(Ay)) on aboutit a la formule

qui est un cas tres particulier de la formule de Matsushima. On notera dans la suite SD,

I’ensemble des formes automorphes 7z contribuant a la décomposition précédente, i.e.
P p p

telles que 7o, ~ 0,.

Uniformisation p-adique

Tout ce qui précéde admet un analogue p-adique, que nous allons discuter main-
tenant. Fixons un ordre maximal 0y de B (ils sont tous conjugués par le théoreme
d’approximation forte) qui est préservé par I'involution canonique de B. Alors la
courbe de Shimura Sh K, sur Q classifie les triplets (a isomorphisme pres) (4,¢,7), avec

A une surface abélienne sur § (un Q-schéma), ¢ : 05 — End¢(A) une action de 0y sur
A et 7 une structure de niveau K, sur A.

Rappelons que nous avons fixé un isomorphisme B*(Q,) =~ D*. Supposons
d’abord que K; = Op, x K pour un sous-groupe ouvert compact suffisamment
petit K? de B*(A}’;). La courbe ShK/_ ®g Q, admet alors un modele § k, sur Z, (qui
est un schéma projectif sur Z ), classifiant des triples (4,¢,7) sur une base § (qui est
maintenant un Z ,-schéma), o1 4 et ¢ sont comme ci-dessus, le groupe p-divisible

A[ p®] est un Op-module formel spécial au sens de Drinfeld (V' (cf. déf. 1.1, chapitre 1,
pour cette notion) et 7 est une structure de niveau K?, i.e. une K?-orbite d’isomor-

. A . . — .
phismes de 0z-modules T; (A) ~ Oy ® 7. Un point important est que les I ,—points
de S k, vivent dans une seule classe d’isogenie, car il existe une unique classe d’isogenie
de surfaces abéliennes sur I avec action de 0. Cela permettra une uniformisation

)4 B P
p-adique de toute la courbe de Shimura.

Si on fixe un H}’p—point x =[(A,7)] de SK/, I’algebre
B=End(x)®Q

est une algebre de quaternions définie (i.e. ramifiée a I'infini), déployée en p et ayant
les mémes invariants que B en dehors de ces deux places de Q. Cela découle facile-
ment de I'isomorphisme V;J (A)~B® Aji et du théoréme d’isogenie de Tate. Le

méme argument fournit un isomorphisme B ‘(Aj;) ~ B*(Aﬁ), et nous allons systé-

matiquement identifier ces deux groupes. En particulier on se permettra de regarder

(1) Cela est automatique en caractéristique O.
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K? comme un sous-groupe de B*(Aj;) Cerednik [Che 76] a montré que le com-
plété formel de Sk, ®z, Z , le long de la fibre spéciale s’identifie naturellement a

BH(Q)\(X x B*(Aﬁ)/l{ﬁ) (X étant le modele formel canonique de .#,), de maniére

compatible avec le changement de K7, I’action de D* et la donnée de descente a la
Weil. De plus, cette identification se reléve au niveau des groupes formels universels,
ce qui permet de déduire le théoréme d’uniformisation suivant (connu sous le nom
de théoreme d’uniformization de Cerednik-Drinfeld), dans lequel nous posons

Sh,(K?)= Sh(1+p"0D)KP'

,—| Théoreme 2.4.

Il existe des isomorphismes d’espaces rigides analytiques sur Q,,

(Sh,(K?)®q, Q,)*" =B (Q\(A4, x B (A})/K?),

compatibles avec les variations de 7 et de K7 (en particulier compatibles avec
I’action de I’algebre de Hecke en dehors de p), avec I’action de D* et aussi avec les
données de descente a la Weil.

On peut refaire le jeu précédent : en choisissant un systeme de représentants pour
Iaction de B*(Q) sur B *(AJIZ )/K?, on obtient des sous-groupes discrets co-compacts I
de B*(Q) € B*(Q,) = G, qui agissent proprement discontinument sur .#,,. Il existe
N tel que p™N €T} pour tout , et si on note ¥,  le modele de pN*\ ./, sur Q,le
théoreme d’uniformisation de Cerednik-Drinfeld fournit un isomorphisme

Sh, (K? )™ ~ HE—\Zn,N-

Pour simplifier certaines formules, nous allons écrire Sh ,(K?) an lien de Sh, (K7 )™ Rq, L
par la suite. Soit

X(K?) =B @\B (4))/K* = [L\G.

Alors X (K?) est une variété p-adique compacte (mais pas une variété rigide analy-
tique!) munie d’une action naturelle de G. Notons LA(X (K?)) I’espace des fonctions
localement analytiques sur X (K?), & valeurs dans L.

Le résultat suivant sera fondamental pour la preuve du théoreme 2.2 :

Théoréeme 2.5.

On dispose d’un isomorphisme canonique

Q'(Sh,(K?))’ =~ Hom&™ (Q'(A, )", LAX (K?)).

En fait, le théoréme 2.2 se déduit du précédent en faisant ’analyse spectrale
pour P’action de I’algebre de Hecke en dehors de p (c’est plus facile a le dire qu’a
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le faire : dans cette analyse spectrale on aura besoin du théoreme de compatibilité
local-global d’Emerton [Eme 11] adapté a notre situation, qui utilise toute la force de
la correspondance de Langlands locale p-adique pour G...).

Nous allons expliquer maintenant la preuve du théoréme 2.5. Nous commengons
par un certain nombre de calculs purement formels, que I’on justifiera ensuite. En
utilisant la décomposition

Sh, (KP)" = [T \Z,

et le fait que le centre de D* agit trivialement sur p, on obtient

Q'(Sh, (K")y =P 2T\, =PI, T

i

Pour simplifier les notations, posons IT = (Q2!(X,)?)*. Puisque ¥, est Stein,
Q(X,)P estun L-espace de Fréchet nucléaire, en particulier réflexif, et donc Q!(3 ) ) =II*.
En utilisant la réciprocité de Frobenius on obtient

@[Ql(zny’]ﬂ = @m*)n = @Homri (1,IT") = @Homn (I, 1)
= @ Hom™ (I, LA(T;\ G)) = Hom&™ (I, LA(X (K ?))).

13

Il faut tout de méme justifier ces calculs formels (le probléme est topologique), ce
qui demande un peu d’analyse fonctionnelle. Il s’agit de justifier les deux assertions
suivantes (le reste étant purement formel) :

o IT est une L-représentation localement analytique de G sur un espace de type
compact. Rappelons qu'un L-espace vectoriel topologique localement convexe est de
type compact s’il est la limite inductive (localement convexe) d’une suite de L-espaces
de Banach avec des morphismes de transition injectifs et compacts.

e Si [ € (IT")% (pour un certain 7), alors I’application

II-LAT\G), v—Tg—1(gv))

est continue.

Expliquons d’abord le deuxi¢me point (en admettant le premier). On se ramene
a I’énoncé purement « abstrait » suivant : si II est une représentation localement
analytique de G sur un espace de type compact, avec G un groupe de Lie p-adique,
alors pour tout / € IT* 'application

II-LAG), v—(g—I(gv))

est continue. Cela n’est pas difficile, mais un peu pénible : on se ramene facilement au
cas ou G est compact, dans quel cas il suffit de vérifier que la fleche

DG —TT, u—(v— /G I(g0)u(g))
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est continue. Un exercice d’analyse fonctionnelle montre qu’il suffit de démontrer
I’assertion suivante : si v est fixé et si 4, — 0 dans D(G), alors

lim [ I(gv)u,(g)=0,

—00
” G

ce qui a été vérifié par Schneider et Teitelbaum dans leur article fondateur [ST 02b].

Il nous reste a expliquer le premier point. Comme ¥, est un espace Stein, Q())
est un L-fréchet nucléaire et donc son dual est un espace de type compact. Schneider
et Teitelbaum ont montré [ST 02b] que V' — V; (dual fort de V) induit une anti-
équivalence entre la catégorie des représentations localement analytiques de G sur des
L-espaces de type compact et la catégorie des D(G)-modules séparément continus sur
des Fréchets nucléaires, oit D(G) est I’algebre des distributions sur G. Il suffit donc
de montrer que l’action de G sur Q'(X)) s’étend en une structure de D(G)-module
séparément continu. Puisque (X)) = O(, )d z, il n’est pas difficile de voir qu’il
suffit de démontrer le méme énoncé avec O(%) au lieu de ().

En considérant un recouvrement croissant de X par des affinoides, on se raméne
a démontrer I’assertion suivante : si U, est un ouvert affinoide de X et si U, est
son image inverse dans X, alors pour tout sous-groupe ouvert compact / de G
qui stabilise U (et donc U,), l'action de H sur O(U,)) s’étend en une structure de
D(H)-module continu sur O(U,).

Pour démontrer cette assertion, on commence par remarquer que pour tout
X € g = Lie(H) la dérivation continue

de O(U,) s’étend de maniére unique en une dérivation continue dy de O(U,) (puisque
U, — Uj est fini étale). En considérant le polynéme minimal de /" € 0(U,) sur 0(Uj)
et en utilisant la continuité de 'action de H sur U, (conséquence du théoreme d’Elkik
[Elk 73]) il n’est pas difficile de montrer que ’égalité précédente

reste valable pour tout /' € 0(U,) (le point a vérifier est que la limite existe bien!).
S1 X,,X,,X,,X, est une base de g, on en déduit I’existence d’une constante C
A2 X3 Xy
telle que pour toute suite (a,),c satisfaisant

lim v,(a,)—Cla|= o0

|| =00
et pour tout / € O(U,) la série
a, a,
Z aaé’xl ...3364
aeN*

converge dans 0(U,). On peut alors conclure facilement grace a un résultat de From-
mer [Fro 03] («developpement de Taylor d’une distribution »). Voir la preuve du
théoréme 3.2 de [DLB 17] pour les détails.
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Préliminaires sur la cohomologie de de Rham

de 2

Gardons les notations introduites dans la section précédente. La suite de Hochschild-
Serre fournit des suites exactes

0— Hl(ri’HdoR(Zn,N» - Hle(ri\Zn,N) - H(}R(Zn,N)ri - HZ(E,HC?R(Zn,N))-

En localisant en p les termes correspondant a H3, (%, ) disparaissent (cela utilise la
description des composantes irréductibles géométriques de X, y, qui se déduit des re-
sultats de Strauch [Str 08]-du c6té Lubin-Tate- et de I'isomorphisme de Faltings-Fargues
[Fal 02a, FGL 08]), ce qui fournit (en faisant varier 7 et en utilisant "'uniformisation
p-adique) un isomorphisme

@(HJR(Zn)p)E = Hle(Shn<Kp))'

1

Puisque 2, est Stein, ona Hyp (%, )P = Q'(%,)°/d O(%, ), et donc le dual Hy (2,7
de Hjp(%,)° est une représentation localement analytique de G sur un espace de type
compact (en tant que sous G-module fermé du dual de 2'(X,)?, ce dernier dual
étant localement analytique d’apres la section précédente). On peut alors reprendre
I’argument de réciprocité de Frobenius utilisé ci-dessus pour obtenir un isomorphisme

H(Sh,(K?)) > Homg&™ (Hg ()", LA(X(K?))),

compatible avec I'inclusion de Q'(Sh, (K?)) dans Hj;(Sh,(K?)) et avec I'isomor-
phisme du théoréme 2.5. Un point qui sera trés important pour la suite est le suivant :

Proposition 2.6.)

Le G-module Hg, (%, )°" est lisse.

Démonstration. Comme il est localement analytique en tant que G-module, il suffit
de montrer qu’il est tué par ’action infinitésimale de g = Lie(G). Introduisons

at=(8),a=(§9),#" =) =(10) €0

Notons aussi d 'opérateur de multiplication par z € 0(%,) C O(,). On vérifie par un
calcul direct (en niveau O, prolongé au niveau 7 grace au fait que X, est étale sur ;) les
identités

at=0ut, s =—at, u ==3%u", Jut—utd =1

valables sur le dual de Q'(X ). De plus, la dérivation O(%,) — Q!(X,) s’identifie a 'opé-
rateur —» " via lidentification Q'(X) = 0(X)dz ~ O(%,). Donc H(}R,C(Z”)f’* est tué
par #™ et les formules précédentes montrent qu’il est aussi tué par a®,a” et ™, ce qui
permet de conclure (cet argument trés élégant est dt a Colmez). O
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Compatibilité local-global-le cas des courbes
modulaires

La situation « classique »

Si K est un sous-groupe ouvert compact suffisamment petit @ de GL,(A ) la
surface de Riemann @

Y(K;)(C)=GLy(Q)\ ((C\R) x GLy(A[)/K/) = GLy(Q)\GL,(A)/CK,

est attachée a une courbe algébrique affine Y'(K;), lisse sur Q, la courbe modu-
laire « ouverte » de niveau K. Elle classifie les courbes elliptiques £ munies d’une
structure de niveau K, ze. une K -orbite d’isomorphismes

(Q/2) ~lim E[n],

ou E[n] est le sous-groupe de n-torsion de E. Pour toute inclusion K]/, C K; on
dispose d’'un morphisme Y (K }) — Y/(K) de courbes algebriques sur @, et le groupe
GL,(A ) agit sur le systeme des courbes (Y'(K)) 9 obtenu en faisant varier K, (au
niveau des C-points, I’action est décrite par (z, g).g’ = (z, gg’) via 'uniformization
de Y (K;)(C) décrite ci-dessus).

Sik > 2, on peut construire une famille de systemes locaux étales 7, de Z -
modules libres de rang k£ — 1 sur Y'(K), de manicre compatible avec le pullback par
rapport aux morphismes canoniques Y(Kj’() — Y(K;), pour K]’( C K. Le systeme
de faisceaux étales ainsi obtenu est GL,(A ;)-équivariant par rapport a I'action na-
turelle de GL,(A /) sur (Y(Kf))Kf- Plus précisément, on a Z, = Symk*Z(Rln*Zp),
ou 7w : E' — Y(K) est la courbe elliptique universelle avec structure de niveau K,
au-dessus de Y (K ;). De maniere plus concrete, le pullback de 7, a Y(K)(C) est le
systeme local (pour la topologie usuelle)

GL,(@Q)\ ((C\R) x GLy(A ) x Sym*"*(Z3))/Ky,
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ou I’action est décrite par
y(z,8,x).k=(yz, yg/e,/e;lx),

k, ¢tant la composante en p de k € Ky et y € GL,(Q),z € C\R, g € GLy(A/) et
enfin x € Symk_z(Zi).
Notons
Hy = li?I)nHélt(Y<Kf)@’ T1)
f

o N , 1 1
et définissons de maniere analogue I'espace Hj, ,,. (en remplagant H, par Hy par?

ie. ’'image de la cohomologie a support compact dans la cohomologie étale). La

(2) Il suffit que K NSL,(Z) soit sans torsion.
(3) On identifie C* avec le sous-groupe SO,(R)R? de GL,(R).



46 Uniformisation p-adique et compatibilité local-global chap.2 sec.5

limite inductive est prise sur tous les sous-groupes ouverts suffisamment petits K, de
GL,(Ay). Alors Hy, et Hy, ,, sont des ¢ x GL,(A)-modules, 'action de GL,(A)
étant induite par I’action de ce groupe sur le systéeme des courbes (Y(K f))Kf et par

I’équivariance des systemes locaux .Z,,.

Soit maintenant f = g + 4,q*> + 43¢ + -+ une forme parabolique nouvelle
de poids & = 2 et de conducteur N, définie sur @p, et soit y : (Z/NZ)" — @;
son caractére. Alors f/ donne naissance a une représentation automorphe 7(f), qui
est une représentation irréductible, lisse, admissible de GL,(A /) (nous prenons la

. . k .
normalisation suivant laquelle 7(f)®| - |'~2 est unitaire). Notons

Vf = HOHIGLZ(A/)(TC(f)’Hk,par)'

Le théoréme suivant est dii a Deligne [Del 69] :

Théoréeme 2.7.

V estune représentation continue, irréductible, de dimension 2 de ‘5@ sur Q > non

ramifiée en dehors de pN et telle que pour tout premier / ne divisant pas N p, le
lynd éristique d’un Frobenius géométri Lest X2—a) X+ y (1)I*!
polynome caractéristique d’un Frobenius géométrique en / est a X+ y ()

Nous appelons V la représentation galoisienne attachée a f . La théorie d’Eichler-
Shimura fournit un isomorphisme de ¥ x GL,(A s)-représentations

Hy o ®, @, ~ (P Vs ®5, 7(f),
f
la somme directe étant prise sur toutes les formes nouvelles paraboliques de poids &
définies sur Q.

Avant d’énoncer le théoreme de compatibilité local-global « classique », nous
allons expliquer (suivant Emerton [Eme 06a]) comment attacher des représentations
de GLZ(A;;) aux représentations continues, non ramifiées presque partout de %
Soit V une L-représentation de ¥, non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de
nombres premiers, L étant une extension finie de Q. Si / est un nombre premier,
on note V; la restriction de V' a ¢ . Si # p on note WD, (V) la représentation de
Weil-Deligne de Q; sur L associée a V; par la recette de Deligne (paragraphe 3.1 du
premier chapitre; noter que les roles de / et p sont inversés ici). Si V, est de de Rham,
on note WD (V) la représentation de Weil-Deligne de @, sur L associ¢e a V, par la
recette de Fontaine (paragraphe 4 du premier chapitre). Nous allons associer a2 V' une
L-représentation LL, (V) lisse, admissible de GL,(Q;) comme suit (cette recette est
due 2 Emerton [Eme 06a]; si / = p, on suppose que V, est de de Rham).

o Si la représentation lisse irréductible de GL,(Q;) sur L associée a WD, (V') par la
correspondance de Langlands classique (théoreme 1.9 du premier chapitre ) n’est pas
de dimension 1, alors LL;( V) est cette représentation. Par exemple, si V, =8, @ &,
avec 8,8, des caracteres tels que &, /8, # |- |/, alors LL;(V') est la représentation

(4) On normalise la correspondance pour préserver la rationalité. Noter que les roles de [ et
p sont inversés. ...
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irréductible ® Ind(8,| -], ® 8,)"*. Si V; est une extension non scindée de &, par &,
alors LL;(V)=Ind(8,|-|,®8 )¢ si &, = 8, et LL;(V) =St®8odet si &, = &+ ||,
Si V est absolument irréductible, alors LL;( V') est une représentation supercuspidale.

o Si la représentation associée a WD, (V) par la correspondance de Langlands
classique est de dimension 1, alors forcément V; = &, @8, pour deux caractéres &, 5,
satisfaisant 8| = &,|-|;, et LL;(V) est définie par la recette

LL,(V)=Ind(8| |, ® 8,)",

qui est une extension non scindée de &, o det par St® (&, o det).

Ainsi, LL;(V') n’est pas toujours irréductible, mais elle est toujours générigue (i.e. de
dimension infinie), et son caractére central correspond par la théorie locale du corps de
classe® a det(V))| - |-

On vérifie facilement que LL;(V) est une série principale non ramifiée pour
presque tout /, ce qui permet de donner un sens au produit tensoriel restreint ®) 2, LLy (V)
(resp. ®;LL;(V) si V, est de de Rham), qui est une représentation lisse, admissible
(pas forcément irréductible) de GLZ(A}[;) (resp. GL,(Af)).

Le théoreme de compatibilité local-global « classique », obtenu en combinant
des travaux d’Eichler-Shimura, Igusa, Deligne, Langlands, Carayol et Saito (voir par
exemple [Car 86] et [Sai 97] pour les références précises), s’énonce ainsi ) :

~— Théoréme 2.8.

Soit f une forme nouvelle cuspidale de poids & > 2, définie sur Q »- Il existe un

isomorphisme de GL,(A y)-représentations

i(f) = ®LL(Vy).

Remarque 2.9. On peut montrer que LL; (V) est vraiment la représentation atta-
chée a WD, (V) par la correspondance de Langlands locale, i.e. on n’a pas vraiment

besoin de la recette d’Emerton pour énoncer le théoreme précédent. Cependant cette
recette sera trés utile dans la section suivante.

Cohomologie complétée et compatibilité local-global

Considérons maintenant la situation suivante, qui est mieux adaptée aux tech-
niques d’analyse p-adique et qui a été introduite par Breuil [Bre 10b] et Emerton
[Eme 06b] dans le cadre de la correspondance de Langlands locale p-adique. Fixons

(5) Rappelons qu’il s’agit de I’espace des fonctions ¢ : GL,(QQ;) — L invariantes par un
sous-groupe ouvert compact de GL,(Q,) a droite et telles que

¢ (((57) 8) = 1(a)lal; 85(d)d(g)

poura,d € Q,b €Q; et g € GL,(Q)).

(6) Normalisée de telle sorte que les uniformisantes correspondent aux Frobenius géomé-
triques.

(7) Les théoremes de comparaison p-adiques et la définition de V, montrent que V; est bien

de de Rham, ce qui fait que 7, (V) est bien définie.
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une extension finie L de Q,,, ainsi qu’un sous-groupe ouvert compact K7 de GLZ(AjZ)
et notons

A

A(K?) = lim( lim HA(Y(K,K?)5,0,))/p"

s et
n K,cG
:h(_m 11_1’)1’1 Helt(Y(Kpr)@s ﬁL/pn>’
n K,cG

la cohomologie complétée de niveau K”. De maniére moins barbare, H(KP) est
le complété p-adique de
H(K?):= lim Helt(Y(Kpr)@, o).

—

K[,CG

Ce dernier module étant p-adiquement séparé et sans p-torsion, I’espace
H(K?), = H(K")®, L

. Py . A
est naturellement muni d’une structure de L-espace de Banach, ayant la boule unité H(K?).
A . .
Lespace de Banach H(K?); est muni d’un certain nombre de structures sup-
. . Py Py . A .
plémentaires. On dispose d’abord d’une action naturelle de %, sur H(K?),, qui

préserve sa boule unité, et qui vient de ’action naturelle de ce groupe sur les groupes
de cohomologie étale. Cette action est non ramifiée en dehors de

S(K?):={p} URam(K?),

ouRam(K?) est ’ensemble des nombres premiers / # p non ramifiés dans K?. Ensuite,
Paction naturelle de G =GL,(Q, ) sur H(K?) s’étend en une action de ce groupe sur

A

. . A
H(K?),, préservant la boule unité et commutant a I'action de ¢,. L'espace H(K?),
devient ainsi une G-représentation de Banach unitaire. Emerton a montré (dans un
cadre beaucoup plus général) [Eme 06b] le résultat suivant :

Théoreme 2.10. )

. . . A . .
La G-représentation de Banach unitaire H(K?), est admissible.

Enfin, ﬁ(KP) et I-AI(KP ); sont munis d’une action fidele de ’algébre de Hecke
complétée T(K?), définie par ®

T(K?)= lim T(K,K?),

KPCG

(8) On peut aussi utiliser la description
A = lim lim HA(Y(K,K?)5, 0/ ")
n K,cG

et définir .
T(K?) = lim T(K’K,,,n),
K o
ot T(K?K,,n) est la 0, ~sous-algebre de End(H (Y (K,K?)5, 0,/ p")) engendrée par les opé-
rateurs S; et 7;. On obtient bien s0r la méme définition que celle qui suit.

https://spartacus-idh.com



© Spartacus-Idh 2019

chap.2 sec.5 Compatibilité local-global-le cas des courbes modulaires 49

T(K,K?) étant la 0; -algebre d’endomorphismes de 1’-171()’(}'{101{117 )g» O)[1/ p] engen-
drée par les opérateurs de Hecke S; et 7, pour les nombres premiers / # p non
ramifiés dans K?. On montre que T(K?) est une 0, -algebre commutative, réduite,
compacte @, produit (compatible avec sa topologie) d’un nombre fini de 0, —algebres
locales noethériennes completes (indexées par les systémes de valeurs propres de
Hecke attachés aux formes modulaires de niveau modéré K? et définies sur k; et
munies de leur topologie adique définie par leurs idéaux maximaux).

Le théoréme de classicité suivant est dii 2 Emerton [Eme 06b] et joue un rdle

. . A .
fondamental dans la compréhension des représentations H(K?), , en décrivant leurs
vecteurs localement algébriques. Il est convenable d’introduire le gros L-espace loca-
lement convexe (pour la topologie limite inductive)

A, =lim F(K?),.
Kr

A
Les morphismes de transition dans la définition de H; sont des immersions fermées,
compatibles avec les structures supplémentaires de ces espaces. On peut récupérer

chaque H (K?); en prenant les invariants sous K? :
H(K?), = HE'.
Cela permet aussi de mieux voir 'action de 7; (resp. §;) sur H (K?), quand [ ¢ S(K?)
(ie. | # p est non ramifié dans K?) : il s’agit de I'action de la double classe K7 (£ 9) K?
(resp. K7 (} 0) K?) sur HK
Lespace H, 1 estun Yo XGL,(A f)—module, I'actionde GL (Aﬁ) étant lisse, contrai-

rement a celle de G = GL,(Q,), qui est continue, mais pas lisse. Le théoreme de
classicité d’Emerton s’énonce ainsi :

,_( Théoreme 2.11. )
On dispose d’un isomorphisme de ¢ X GL,(As)-modules

/thZlg ~ @ (H,® L)®; (Sym* 2(L*))V @ (y" ® " odet),

n€ZL,k>2

Paction de ¢ x GL,(A) sur Sym*~2(L?) se faisant 4 travers son quotient G.

Remarque 2.12. 1| découle directement du théoreme précédent et de la théorie
d’Eichler-Shimura (¢f paragraphe précédent) que pour toute forme nouvelle parabo-
lique f de poids & > 2, définie sur L, on dispose d’un plongement 9 x GL,(A /)~

équivariant

V@, n(f)®, (Sym* (L))" — H,.

Avant de continuer, nous avons besoin d’introduire la notion de représentation
pro-modulaire. Fixons un ensemble fini de nombres premiers S, contenant p, et
notons ¥ s le groupe de Galois de I'extension maximale de @ non ramifiée en dehors

(9) Pour sa topologie naturelle, limite projective des topologies p-adiques sur les T(K,K?).
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de §. Une représentation continue, irréductible o : ¢ ¢ — GL,(L) est pro-modulaire
si elle est isomorphe a la représentation attachée a une forme modulaire p-adique
parabolique, vecteur propre pour les opérateurs de Hecke. Comme nous n’avons pas
défini la notion de forme modulaire p-adique, nous allons donner une définition
équivalente de la pro-modularité, comme suit :

— Définition 2.13. }

a. Une représentation p : 9g ¢ — GL,(L) continue, absolument irréductible
est pro-modulaire s'il existe un niveau K” C GLZ(AJZZ) non ramifié en dehors de § et

un morphisme continu 6 : T(K?) — L tel que pour tout / ¢ §
O(T;) =tr(p(Frob,)), 6(S;)=1""det(p(Frob,)).

b. On définit la notion de représentation modulaire p : 9 ¢ — GL,(k; ) d’'une

maniere identique, en remplagant partout L avec k; .

Comme le montre la série de remarques ci-dessous, les notions de pro-modularité
et modularité sont tout a fait naturelles, et la plupart des représentations continues, ab-
solument irréductibles, impaires 1% o : 9,5 = GL,(L) sont pro-modulaires. Pour les
représentations modulo p, ces trois conditions suffisent a assurer la modularité, grace
a la conjecture de Serre, démontrée par Khare et Wintenberger [KW 092, KW 09b].

Remarque 2.14.

1. Une représentation continue, absolument irréductible 6 : 9g ¢ — GL,(k;)
est modulaire si et seulement si elle est obtenue en réduisant modulo @; la
représentation attachée a une forme modulaire nouvelle.

2. Par définition, une représentation pro-modulaire (resp. modulaire) p (resp.
£) induit un morphisme continu ¢ : T(K?) — L (resp. 0 : T(K?) — k;)
comme ci-dessus. Un tel morphisme est unique (I’algebre engendrée par les
T} et S, étant dense dans T(K?)), donc canoniquement associée a p (resp. o).
De plus, & (resp. &) permet de retrouver la représentation p (resp. p), grice au
théoreme de Chebotarev (et a ’hypothese d’irréductibilité de la représentation).
Réciproquement, il découle de la théorie d’Eichler-Shimura-Deligne et des
résultats de Carayol [Car 94] que tout morphisme continu 6 : T(K?) — L
(resp. 0 : T(K?) — k) est attaché a une représentation p (resp. p).

3. Grace aux travaux de Bockle, Diamond-Flach-Guo, Khare-Wintenberger et
Kisin (voir [Eme 11, th. 1.2.3]), on sait qu’une représentation continue, ab-
solument irréductible, impaire p : 4 ¢ — GL,(L) est automatiquement pro-
modulaire si elle satisfait certaines conditions techniques faibles : p > 2, la
restriction de o (la représentation résiduelle associée a p) a g@((,,) est absolu-
ment irréductible et la restriction de 5 a 9, West pas un twist d’une extension

du caractere trivial par lui-méme ou du caractere cyclotomique modulo p par
le caractere trivial.

Soit maintenant p : ¢ — GL,(L) une représentation continue, absolument

(10) Celasignifie que le déterminant de I'image de la conjugaison complexe dans GL,(L) est —1.
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irréductible, et notons

M (o) =Homyg (0, Hy).

Ainsi, ./ (p) est un GL,(A ;)-module sur lequel I'action de GLZ(A;) est lisse. Si p
est de de Rham en restriction a Y, a poids de Hodge-Tate 2 < b, on note

LL,(0)" =LL,(p) ® Sym"*!(L?) @ det'**.

Le résultat suivant est démontré dans [ Eme 06a] et dans [Eme 11, prop. 6.1.12]
(C’est une conséquence relativement facile du théoréme de classicité, de la compatibilité
local-global classique et des relations d’Eichler-Shimura). On note y le caractere
cyclotomique.

,—( Proposition 2.15. }

a. Si ./ (p) est non nul, alors p est pro-modulaire.

b. Lespace ./ (p)™s est non nul si et seulement si p =~ V¢ ® x" pour un certain
n € Z et une forme nouvelle f définie sur L, de poids & > 2, dans quel cas

M ()" = LL,(0)"8 ®; &), LL;(p).

Le théoréme principal d’Emerton [Eme 11] est alors le résultat de compatibilité
local-global p-adique suivant (dans lequel TI(p ) est la représentation de Banach de
GL,(Q,) associée a la restriction p, de p & %QP par la correspondance de Langlands
locale p-adique). Le lecteur trouvera dans [Bre 12] une magnifique présentation des
idées et ingrédients de la preuve du théoréme d’Emerton (en fait d’une version plus
faible, mais qui suffit pour la plupart des applications arithmétiques).

,_( Théoreme 2.16. )

Soit p : Y ¢ — GL,(L) une représentation continue, absolument irréductible,

pro-modulaire. Supposons que o est absolument irréductible et que la restriction

de pa 9y n’est pasun twist d’'une extension du caractere trivial par lui-méme
¥

ou d’une extension du caractere cyclotomique modulo p par 1. Alors il existe un

isomorphisme de GL,(A ;)-modules

M (p) =Homypy (0, Hy) = (T(p,)® ) @, &4, LL(0).

Remarque 2.17. Le théoréme ci-dessus, combiné avec les résultats de pro-modularité
cités ci-dessus, a des conséquences arithmétiques spectaculaires. La plus importante
(pour I'instant) est la conjecture de Fontaine-Mazur dans la plupart des cas (une autre
preuve, utilisant aussi de maniére cruciale la correspondance de Langlands locale
p-adique, a été fournie par Kisin [Kis 09]). Cette conjecture affirme (dans un cas
particulier important) que si p : 9 — GL,(L) est une représentation continue,
impaire, absolument irréductible et non ramifiée presque partout, dont la restriction
a Yy, est de de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts, alors o est (a torsion par

un caractére pres) la représentation associée a une forme modulaire parabolique
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propre, de poids > 2. Appliquée au module de Tate d’une courbe elliptique sur @,
la conjecture de Fontaine-Mazur entraine la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil,
établie dans [Wil 95, BCDT 01], et dont la conséquence la plus spectaculaire est le
dernier théoréme de Fermat.

[ Analyse spectrale

Nous allons faire I’analyse spectrale des deux cotés dans le théoreme 2.5, en
utilisant I’action de I’algebre de Hecke en dehors de p. Cela demande d’adapter la
discussion et les résultats exposés dans la section précédente a notre situation :

e le role des courbes modulaires sera joué dans notre cas par les variétés de Hida

X(K?K,)=B"\B"(A;)/K’K,,

qui sont des ensembles finis.

e Le rOle des espaces H (K?), serajoué par ’espace des fonctions continues sur
X (K?).1l s°agit d’une G-représentation de Banach, admissible.

e L'action de ¢, disparait, et le role crucial est joué par 'action de G et de I'algebre
de Hecke complétée, analogue de I’algebre T(K?) de la section précédente.

Nous allons rendre maintenant tout ceci plus précis et, pour simplifier les nota-
tions, nous allons fixer le niveau K? et écrire simplement X au lieu de X(K?). On a

donc o
X = B\B(A)/K?,

ce qui fait que ’espace C°(X) des fonctions continues sur X a valeurs dans L s’identifie
aCo%B*\B*(A f))K * Tl est donc naturellement muni d’une action de I’algebre de Hecke

en dehors de p. Fixons un ensemble fini S de places de Q tel que p € S, B est déployée
entout / ¢ § et la projection de K* est le compact maximal standard GL,(Z;) de
GL,(Q)) =~ B*(Q)).
Notons
T, =) 0,[7,5;"]
I¢s

Ialgebre de Hecke sphérique en dehors de S, qui agit donc naturellement sur C°(X).

Soit TS I’adhérence faible de T dans End;*™(C9(X)). Cest l’algebre de Hecke com-
plétée, analogue de I’algebre T(K?) rencontrée dans I’étude de la tour des courbes
modulaires.

Fixons une représentation modulaire 6 : ¢ ¢ — GL,(k; ). Par définition, on

dispose d’un idéal maximal m de Ts de corps résiduel MV k; tel que pour tout / ¢ S

I'image de 7 dans k; soit tr(o)(Frob; ). Pour nous simplifier la vie (cela sera suffisant

pour les applications que nous avons en vue), nous allons faire ’hypothése suivante :
Hypothese : la restriction g, de o a %QP est absolument irréductible.

Notons A le complété m-adique de "A['S. Les résultats de Carayol [Car 94] four-
nissent un relevement p™ : g, ¢ — GL,(4) de o tel que pour tout / ¢ §

tr(p™(Frob,)) = T;.

(11) Quitte a remplacer L par une extension finie. ..
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Cela permet de montrer que A est un anneau local noethérien complet. De plus, tout
point fermé p de Spec(A[1/p]) induit :
e une extension finie x(p) = (A/p)[1/p] de L.
e une représentation p(p) : 9g g — GL,(x(p)), spécialisation de p™.
e une G-représentation de Banach unitaire, admissible, absolument irréductible
sur x(p)
11(p) = (o0, )

attachée par la correspondance de Langlands locale p-adique pour G (théoréme 1.27

du premier chapitre) a p(p)|% . Le théoréme crucial, sur lequel tout repose, est alors

la version suivante du théoréme de compatibilité local-global d’Emerton [Eme 11]
(cette version est beaucoup plus faible que celle énoncée dans les sections précédentes,
mais suffit pour les applications que nous avons en vue, et sa preuve et relativement
plus simple).

,_( Théoreme 2.18. )

Pour tout point fermé p de Spec(A[1/p]) il existe > 0 tel que I’on ait un isomor-
phisme de G-modules topologiques

Co(X)[p]=TI(p)®".

En particulier C°(X)[p] #0.

La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoréme original d’Emerton.
Voir 'appendice de [DLB 17] pour un survol de la preuve dans ce contexte.

Nous allons expliquer maintenant la preuve du théoréme 2.2, en utilisant ce
qui précede. Rappelons que nous avons fixé une représentation supercuspidale 7, de
caractere central trivial. On commence par montrer I’existence d’une représentation
automorphe o pour B*(A) telle que o, soit triviale, o, > 7 et la réduction modulo
p de la restriction a ‘g@? de p, (la représentation galoisienne attachée a o) soit absolu-

ment irréductible. Nous n’allons pas expliquer ’existence d’une telle représentation o,
et nous renvoyons le lecteur a la preuve du théoréme 5.5 de [DLB 17] pour ’argument
(il s’agit d’une adaptation directe d’un argument utilisé par Emerton [Eme 11]).

Fixons maintenant un sous-groupe K? suffisamment petit de telle sorte que o?
ait des invariants non-triviaux sous K7, et fixons un ensemble fini § de places de @ tel

que « tout soit non ramifié en dehors de S ». Soit m I’idéal maximal de TS attaché a la
réduction modulo p de p,,. Laction de T sur les invariants de o sous [] 45 GL,(Z))
fournit un caractere 6 : 'i"s — 0, le systéeme de valeurs propres de o. Il s’étend en un
morphisme 6 : A — 0, d’ot un idéal maximal p_ de A[1/p].

La correspondance de Jacquet-Langlands globale permet de transférer o en une
représentation automorphe ¢’ pour B*(A). On a donc des isomorphismes o] ~ g,
pour [ # p,00, 0y, =~ p = JL(7) et aussi o, = 0, (série discrete holomorphe de
poids 2).

En considérant le p_-espace propre des deux cotés de 'isomorphisme (fourni par
le théoréme 2.5)

Q'(Sh, (K?))* ~ Hom&™(Q'(4,, )", LAXX (K?)))
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ainsi que le théoréme de Matsushima (i.e. la description de '(Sh,,) en termes de
représentations automorphes, ¢f- le paragraphe 2 de ce chapitre) et le théoréme 2.18
on obtient

(o)1~ Homig™ (€' (42, , (g, |, )"

pour un certain 7 > 0. Comme p est triviale sur 1+ p” 0, le terme de gauche

s’identifie (par construction de o) (0}’ Y&’ qui est non nul. En dualisant, on obtient

bien
Hom&™(I(V )", Q' (4,)) # 0,
avec V = ,o(,|€4Q . Il reste a voir que V est bien m-compatible, ce qui découle du

théoréme de compatibilité local-global 2.8. Cela permet de conclure.
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CHAPITRE 3

(¢,I')-MODULES ET

REPRESENTATIONS LOCALEMENT
ANALYTIQUES

Si le second chapitre a eu recours a des méthodes globales pour construire une
application non nulle entre les objets qui nous intéressent, les deux chapitres res-
tants utiliseront des méthodes locales pour montrer qu’une telle application est un
isomorphisme (), indépendant des choix globaux faits pour le construire. C’est la
partie la plus technique du travail, et elle utilise la plupart des techniques utilisées
pour construire et étudier la correspondance de Langlands locale p-adique pour
G := GL,(Q,). Nous allons rappeler certaines constructions et résultats dans ce
troisieme chapitre, et les utiliser pour démontrer un résultat technique, mais crucial
pour la suite, le théoréme 3.25.

Rappelons que I’on fixe une représentation supercuspidale 7 de G, a caractere cen-
tral trivial, définie sur une extension finie L de Q) ,, et que 'on note p la représentation
lisse irréductible de D* qui lui est attachée par la correspondance de Jacquet-Langlands
locale. Rappelons aussi qu'une L-représentation V de %QP =Gal(Q »/Q,) est dite

rt—compatible si V' est de dimension 2, de de Rham, a poids de Hodge-Tate 0,1 et si
LL(WD(V)) ~ 7.

Nous avons prouvé dans le second chapitre (théoreme 2.2) Iexistence d’une
représentation t—compatible V et d’'un morphisme G-équivariant, continu et non
nul

01 (Q(E,)F) - (V)™

[ Définition 3.1. |
On note IT = TI(V) et I[0] = IT**/IT"* (rappelons que M1 ~ 7 car V est 7-
compatible).

La représentation II[0] est un modele virtuel (et qui deviendra bien réel a la fin
du dernier chapitre!) de (0(2,))°)*.
On définit un morphisme

¢ :I[0] — Hyy(%,)°

(1) Ce n’est pas tout 2 fait vrai, mais presque, ¢f- la discussion ci-dessous.
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en prenant la composée
T[0]" — (") — 2%, ) — Hyr(%, )",

la premiére fleche étant I'inclusion évidente et la deuxieme étant induite par la trans-
posée de ¢. En prenant la transposée de ¢ et en se rappelant que II[0] est réflexif, on
obtient un morphisme ¢* : (H;(%,)°)* — II[0]. Nous avons déja vu (¢ proposition
2.6 du second chapitre) que le terme de gauche est une représentation lisse de G. Un
exercice facile montre que II[0] n’a pas de vecteurs lisses non nuls. Donc ¢* =0, d’ou
un morphisme

F:=¢":1[0]" - O0(X,).

Ce morphisme est déduit de la transposée de ¢ : (I1*")* — Q!(X ) )* et des inclusions
0] c I*) et O(X,)F C QY(X,)P, via la différentielle

d:0(Z,)F — Q2.

| Lemme 3.2. Le morphisme F : II[0]* — (X, )? construit ci-dessus est non nul.

Démonstration. Sinon le morphisme ¢ se factorise par 7* = (II*")*/II[[0]*, d’ot un
morphisme non nul 7z* — Q1(X )°. Cela est impossible, car 7* est tué par #™, alors que
u™ est injectif sur Q!(X))? (cela se déduit de la compatibilité entre action de #™ et la
différentielle, et la nullité de H3;(Z,)°). O

Le but des deux chapitres restants est de démontrer que F est un isomorphisme,
indépendant (2 scalaire pres) du choix de la représentation —compatible V. Cela
repose sur une étude fine de la représentation I1[0], en particulier nous avons besoin
du résultat suivant, d 2 Colmez [Col 10b, ch. VI] :

Théoréme 3.3.

La représentation I1[0] =II(V)* /7 ne dépend pas du choix de la représentation
mt—compatible V.

Démonstration. Lapremiere preuve de Colmez est tres acrobatique, c¢f [ Col 10b, ch. VI].
Une deuxi¢me preuve plus simple (mais loin d’étre triviale!) se trouve dans [Col 15]. Le
lecteur pourra aussi consulter le chapitre 8 de [DLB 17] pour une troisi¢me preuve. Toutes
ces démonstrations étant trés techniques, nous n’en dirons pas plus dans ces notes. O

Dans ce troisieme chapitre nous allons construire une représentation II[2]* mu-
nie d’un morphisme G-équivariant, d’image fermée d : II[0]* — II[2]* et d’un
morphisme G-équivariant F : I[[2]* — Q!(X)° compatible avec la différentielle
d:0(%,) — QY,)P. De plus, nous allons munir ces objets de structures de 0(Q)-
modules tells que F soit @(Q)-linéaire et que la structure soit compatible avec I’action
de G. Lingrédient principal sera une étude fine de I’action de gl, = Lie(G) sur II**,
ce qui demande de revenir un peu aux origines, ze. a la définition de IT* en termes de
(¢,I')-modules.
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B} Rappels sur les (¢,I')-modules

Nous allons fixer une fois pour toutes une suite compatible de racines primitives
de I'unité (), et noter

Fn:Qp<gpﬂ)’ Ln:L®QP Fn’
F.=U,, L., :L®Qp F.

Nous aurons besoin de quelques anneaux de séries de Laurent :

e Lecorps & des séries Y ,.,a,T", ou (a,), une suite bornée dans L, telle que

lim ©,(a,)= 00, et le sous-anneau Oy des séries a coefficients dans 0; .
n——00

e Le sous-corps &' des éléments surconvergents de &, i.e. qui convergent sur une
couronne r < |7 < 1 avec » < 1 (dépendant de I’élément).

e Lanneau # de Robba (2 coefficients dans L), défini par

R =lim R,
—

n

ou Z,, est 'anneau des fonctions analytiques (L-rationnelles) sur la couronne
¢, — 1< |T[< 1.
Notons que &' s’identifie au sous-anneau de 2 formé des éléments bornés.

Remarque 3.4. On peut retrouver & et Z a partir de &', En effet, & est le complété
p-adique (i.e. pour la topologie définie par la norme de Gauss) de &7, alors que 2
est le complété de & pour la topologie limite inductive des espaces &7 de fonctions
bornées sur la couronne |{,, — 1] < |T| < 1, chacun de ces espaces étant muni de

la topologie de la convergence uniforme sur les couronnes fermées contenues dans

£, —1]<|T|< 1.

On munit les anneaux &,8" et Z d’une action de T' := Gal(F__/F) et d’'un
Frobenius ¢ en posant

yf(D)=f(1+ Ty —1),
(N =F((1+T)"=1),

ou y : T — Z est le caractere cyclotomique. Ce dernier induit un isomorphisme
Gal(Fy, /F) ~Z;,, et nous allons noter a — o, son inverse. On a donc 0,({) = {*
poura €Z), et { € U, et la formule précédente devient

o f(T)=f((1+T) —1).

Notons que I' laisse stable chacun des anneaux 2, mais ¢(2%,,) C Z,,,,. Munis de
ces actions, les anneaux &, &7, Z sont les exemples les plus simples de (¢, T)-modules,
au sens suivant :
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ﬁ{ Définition 3.5. }
a. Un (¢,T)-module sur A € {8,867, R} est un A-module libre de type fini D

muni d’un frobenius semi-linéaire ¢ dont la matrice est inversible (i.e. 'applica-
tion naturelle A®, 4 D — D est un isomorphisme), et d’une action semi-linéaire

continue de I', commutant a ¢.

b. Un (¢,T)-module sur & est étale s’il admet une base dans laquelle la matrice
de ¢ est dans GL;(0y) (ot d est le rang de D). Un (¢, T)-module sur &' ou Z est
étale si la matrice de ¢ est dans GLd(ﬁ;) pour une base convenable de D (ici 0;
est la boule unité de &' pour la norme de Gauss).

Remarque 3.6. Un (¢,I)-module DT sur & est étale si et seulement si le (¢,T)-
module D := DY ®; & est étale sur &, et un (¢,T)-module D, sur Z est étale siet
seulement s’il s’obtient par changement de base a partir d’un (¢, I')-module étale sur
&t.
Le théoréme fondamental suivant est obtenu en combinant des résultats de Fon-
taine [Fon 90], Cherbonnier-Colmez [ CC 98], Berger [Ber 02] et Kedlaya [Ked 04] :

Théoréme 3.7.

Les catégories des (¢,I')-modules étales sur & ,&T, R sont toutes équivalentes a
celle des L-représentations continues, de dimension finie de &, .
P

Nous allons écrire simplement

Ve—D :D(V)<—>DT:DT(V)<—>D]dg =D_ (V)

rig

pour désigner le fait que D (resp. DT, resp. D,;,) est le (¢, T)-module étale sur & (resp.
&7, resp. R) attaché a une L-représentation V de Y, Fontaine, Berger, Colmez,

Cherbonnier et Kedlaya ont construit des anneaux de périodes p-adiques B, BT, B,;,
tels que pour tout V on ait (par construction méme)

D(V)=(B ®g, V)Gal(Qp/QZ‘VC)’ DH(V)= (B} ®q, V)Gal(Qp/Qj,YC)

et

Drig(v> = (Brig ®QP V)Gal(Qp/QP' )

On montre aussi que si V «— D «— DT «—s D,,, alors

D=6®4 D', D=4 D"

Le module DT n’a pas d’intérét propre, mais il permet de passer de D a D, et vice-
versa, comme le montre les formules ci-dessus.
On peut récupérer V de maniére fonctorielle a partir de D, D' et D, par

V =((L®g, B)®, D)~ = (L®g, B)®, D)= = (L®g, By @, Dy,

pour un gigantesque anneau de périodes (encore un!) B ;, introduit par Berger [Ber 02].
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Nous allons finir ce long paragraphe en rappelant la technique de localisation
des (¢,I')-modules. Soit A un (¢,I')-module sur 2, et fixons une base de A. Soit
A, le sous-2,-module de A engendré par cette base. On vérifie [Ber 08] que pour
n assez grand (dépendant de A) A ne dépend pas du choix de la base, que A, est
stable par I', p(A,) C A, et enfin que I'application naturelle Z ® , A, — A est
un isomorphisme.

On dispose d’une application de localisation ¢~ : 2, — L, [[t]], définie par

¢ ()= F (et —1).
Ceci permet de définir, pour 7 assez grand, des modules

Aji—if,n = Ln[[t]] ®OZ,, An’ A:itf = Ii_n}Ajif,n'

n

Ces modules sont libres sur L [[#]], respectivement sur

Lo [[e]]:=U,L,[[t]];

de méme rang que A, et sont munis d’une action de I' qui se dérive et induit une
connexion V sur ces modules (encore une fois, tout ceci est vrai pour 7 assez grand).
Le résultat suivant de Fontaine [Fon 04] établit un pont direct entre (¢,I')-modules
et théorie de Hodge p-adique.

Théoréme 3.8.

Supposons que A =D, (V), ou V est une L-représentation de de Rham de Y,

rig
Il existe des isomorphismes canoniques pour 7 assez grand

A, = FI'(L, (1) ®, Dr(V).

Les constructions magiques de Colmez

Nous avons rappelé dans le paragraphe 5.2 du premier chapitre la construction
du foncteur de Colmez, qui associe a certaines représentations de Banach unitaires
admissibles de G sur L des représentations galoisiennes. Pour des questions plus fines,
il est treés utile d’utiliser une construction dans I’autre sens, due encore a Colmez
[Col 10b], et dont nous allons rappeler maintenant les principales propriétés.

Considérons une L-représentation V, de dimension 2 de Gal(Q,/Q,), absolu-
ment irréductible et notons D = D(V), DT = DT(V) et D, = D, (V) les (¢,T)-
modules étales qui lui correspondent par le théoreme 3.7. Grace au caractere étale de
A€ {D,D,,}, tout élément z de A s’écrit de maniere unique sous la forme

p—1

2=y (1+T)p(z),

1=0
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avec z; € A. Cela permet de définir un opérateur continu ¢ sur A, en posant

h(z) = 2.

Il s’agit d’un inverse a gauche ¢ de ¢, qui commute a ’action de T'.

On peut utiliser les opérateurs ¢, ¢, ainsi que I'action de T et la structure de
O, [[ T ]]-module de A pour définir une action du monoide Pt = (Z/’;{O} le’ ) sur A,
en posant

(Pet)z=(1+T) 9k (o,(2))

pourz € Aetk >0,a € Z,, b € Z,. Le monoide P* agit aussi sur Z,, par

(4%)x =ax+ b. Une premiére construction fondamentale de Colmez [Col 10a] est

la suivante :

,—( Proposition 3.9. J
Il existe un faisceau P*~¢équivariant U — AR U sur Z,, dont les sections sur
a+ p”Z, sont

AR(a+p"Z,)= (4 ) A=(1+T)-¢"(A)CA

01

(en particulier AR Z, = A) et la restriction

Res A=ARZ, > AR(a+p"Z,)

a+p" L,

€S

Res,. i, =(§9)00” 0470 (3 7).

Le groupe G = GL,(Q,) agit sur IP’I(QP) par (*4)z = [Zifl Un des résultats

fondamentaux de Colmez est le fait que le faisceau précédent sur Z,, s’étend en un

faisceau G-équivariant sur P(Q,,). Plus précisément, on dispose du théoréme suivant

[Col 10b].

r—( Théoréme 3.10. )

Soit 8 = y~'-det V, vu comme caractére de @, par la théorie locale du corps de

classes®. Le faisceau précédent s’étend canoniquement en un faisceau G-équivariant
sur ]P’l(Qp) tel que action de (§ 9) soit donnée par 8(a) pour a € Q.

(@) Donc y, vu comme caractere de @, est x — x - [x|,, o | - |, est la valeur absolue

p-adique.

Les formules pour 'action de GL,(Q,) sont nettement plus compliquées que
celles ci-dessus, mais sont en fait inutiles pour les applications. Nous allons les donner

tout de méme. Soit w la restriction a ARIZ), de I'action de I'involution w = YHeda.

Comme P'(Q,) est obtenu par recollement a partir de Z,, et w - Z,, le long de Z,
I’espace des sections globales du faisceau attaché a A est

ARP' ={(z,,2,) €A x A| Resy, (z,) = w(Resy, (2)))}.
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L'application de prolongement par zéro iz, A — ARP! définie par
in (2) = (2, w(Ress, (2)

permet d’identifier A & un sous-module de A P!, ce que I'on fera sans plus de
commentaire. Tout élément z de A R P! peut alors s’écrire z = z, + w - z, avec
z,,2, € A. Laction de G est alors donnée par les formules suivantes (dans lesquelles
z€A):

a. (59z=8@)zet (£9)z=0¢

b.Sia€Zy,alors (§%)z = d(z)

c. Pourtout b € pZ, ona (§4)z=( 1+ 7).
(; (1>) z=w ((1+ T>b "w (RCSZ;<Z>)> + np (Respr(Z>) ’
avec, pour x € p(A),
uy(x) =87 (1=b)(1+ T) = w[(1+ T)" Py (w((14 T)x))].

Nous allons essayer d’expliquer I'origine de ces formules un peu monstrueuses. Elles
sont inspirées de celles obtenues en faisant agir GL,(Q ) sur 'espace des mesures (ou

distributions) sur P1(Q »)- Le théoreéme de Mahler (resp. Amice) identifie 'espace

des mesures (resp. distributions) y sur Z ,, a valeurs dans L a L ®¢, O, [[T]] (resp.

RT=RNL[[T])), via la transformée d’Amice

p— -, Z/ < >#-T”=/Z(1+T>x#-

n=0 »

Le monoide P agit sur I’espace de ces mesures (resp. distributions) par

| gt u=[ glax+ oy

si ¢ :Z, — L est continue (resp. localement analytique) et g = (4%). Au niveau des

transformées d’Amice, I’action de P* sur espace des mesures (resp. distributions)
peut aussi s’écrire

ve{(f’ka b),u - (1 + T)b ’ gok(a“("d/“))’

formule qui a un sens pour n’importe quel (¢,I')-module et qui a été utilisée pour
définir I’action de P* sur A. En traduisant les formules décrivant la transformée
d’Amice de la restriction d’une mesure (resp. distribution) a un ouvert compact de
Z, (en particulier a a + p"Z,), on retombe sur les formules utilisées pour décrire les
applications de restriction dans la proposition 3.9.

Le faisceau construit dans le théoreme 3.10 est ’analogue de I’espace des mesures
sur PY(Q,,), muni de I'action de GL,(Q,) définie par

b
L s J <ax + >
PI(Q,) ¢<x>g # /]PI(QP) D(Cx + >¢ cx+d H
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pour g = (4 fl) et ¢ : Z, — L continue. L'espace AR Z), = A?=0 correspond 4
P’espace des mesures a support dans Z), et I'involution w de AR Z, correspond au
niveau des mesures a la transformée y — w - u définie par

o= [ SEN1+T)

En approximant I'intégrale par des sommes de Riemann et développement de Taylor
al'ordre 1, on obtient une formule qui ne fait intervenir que I'action de ¢, ¢ et T sur
.e/,,. Cette formule a un sens pour tout (¢, I')-module et est donnée par

. . ; :
w(z)= nli)rgo Z S()(1+ T)Tai%2 P" (14 T) " z2)
i€(Z/pr L)

pour un z vérifiant ¢(z) = 0. Il y a par contre une subtilité : la limite existe et la
formule précédente définit une involution continue de D#=° (ce n’est pas du tout
trivial, ¢f le chapitre V de [Col 10a]), mais cette formule n’est pas utilisable pour
A=DfouA= D, car la série définissant w(z) ne converge pas dans D' ouD
C’est un résultat hautement nontrivial ([Col 10b], lemme V.2.4 et proposition V.2.9)
que w préserve D=0 et se prolonge en une involution continue de Dﬁfgzo, ce qui
permet de faire les mémes constructions pour D,;,.

Rappelons que V est une L-représentation de dimension 2 de %QP , absolument
irréductible, et que 8 = y ' det V, vu comme caractere de @, en utilisant la théorie

locale du corps des classes.

—{ Définition 3.11. |

Soit D'RIP! I’espace des sections z € DRIP! telles que Gz soit borné® dans DRP'.

(@) En tant que L-espace topologique D R P! s’identifie 3 &*, donc est naturellement
muni d’une topologie, induite par la topologie naturelle de &.

Un des résultats les plus délicats de la théorie est le théoréme suivant de Colmez

[Col 10b]:

r—( Théoréme 3.12. J

Avec les hypothéses ci-dessus, G préserve D" P! et I’espace
I(V):=DRP' /D' R P!

est une représentation de Banach unitaire, admissible, absolument irréductible de
G. De plus, on a des suites exactes canoniques de G-modules topologiques

0-T(V) ®8 odet - DRP! - TI(V) — 0

et
0— (V)" ® S odet — D,;,® P! - [(V)™ — 0.

rig*
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Remarque 3.13. Si 7 est une L-représentation supercuspidale de G, a caractére
central trivial, et si V est m-admissible, alors det(V) = y et donc & = 1. Les suites
exactes précédentes sont alors induites par des accouplements parfaits

{,}:DRP'xDRP' -1, D RP'xD; RP' — L.

Nous allons finir ce paragraphe en expliquant le lien entre les constructions ci-
dessus et le foncteur de Colmez (paragraphe 5.2 du premier chapitre). Il convient de
se placer dans un cadre plus général que la présentation minimaliste (mais suffisante
pour nos besoins) ci-dessus.

S§i 8 : Q; — O est un caractere unitaire, on note Rep, (&) la catégorie des
L-représentations de Banach de G qui sont unitaires, a caractére central & et résiduel-
lement de longueur finie (une telle représentation est automatiquement de longueur
finie et admissible). On peut décrire cette catégorie, modulo les représentations de di-
mension finie, en utilisant les (¢,I')-modules étales, comme suit (voir [ Col 10b, chap.
IL, 11T, IV], [Col 10a] et [CD 14, chap. IIT] pour les détails, malheureusement tres
longs et techniques).

Pour tout (¢,T')-module étale D sur & et tout caractere unitaire &, on dispose
encore d’un faisceau G-équivariant U — D Ky U sur P'(Q ,)attaché a (D, 8). Par
construction, I’espace des sections globales D K5 P! de ce faisceau est un G-module
topologique, dont le caractere central est &, et 'espace des sections sur Z, est D.
En tant que L-espace vectoriel topologique (sans action de G), D Ky P! est une
extension d’un L-banach par le dual faible d’un Z-banach. On dit que la paire (D, 8)
est G-compatible si on peut trouver une telle extension

O—>H’{—>DIZSIP1—>H2—>O

avec I1;,II, des L-banach stables par I’action de G. Il se trouve que ’on peut alors
trouver de tels I, I, qui soient fonctoriels en D.

;

Plus précisément, soit D, un réseau stable par ¢ et I' dans D, et soit Dy le plus
petit sous 0 [[ T']]-module compact de D, qui engendre D et est stable par 'opérateur
¢ (Pexistence de Dg est un résultat nontrivial qui remonte a la these de Herr [Her 98]).
On note Df = Dg[l/p], qui ne dépend pas du choix de D,. Soit D&z P! le sous-

espace des z € D )5 P! tels que Reszp((poﬂ %) z) € D" pour tout 7 > 0. On montre

que (D, 8) est G-compatible si et seulement si D4Ry P! est stable par G, dans quel
cas on pose

Il (D)= DRy P!/Di Ry P'.
On montre alors [CD 14, chap. III] (en utilisant pleinement les résultats de [ Col 10a,
Col 10b)) la série de résultats suivants :

¢ Si (D, &) est G-compatible, alors (D(n),87?) I'est aussi pour tout caractére
unitaire 7), et

My,2(D (7)) =TT (D) ® (70 dev).
¢ Si D est de rang 1, alors (D, &) est G-compatible pour tout 8, et on a

I 5,1, (6(3) = Ind(8, ® & y )"
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pour tous les caractéres unitaires 8,8, (ou &(8,) est le (¢,T)-module étale attaché
au caractere 0)).

o Soit D le dual de Cartier de D : si D correspond a la représentation V par
Péquivalence de catégories de Fontaine, alors D correspond & V* ® x - I existe un
accouplement G-équivariant parfait entre DK s Plet DRy PL. Si (D, &) est G-
compatible, alors DK, P! s’identifie 3 Porthogonal de D#s P! dans DR, P!. On
en déduit que (lv), 871 est G-compatible aussi, et on a un isomorphisme canonique

I, (D) ~ D' Ry, P!,
ainsi qu’une suite exacte
0— Ha,l(b)* — DR P! — IIg(D)— 0.

On a donc une décomposition fonctorielle de D K5 P! comme extension du

%

L[G]-Banach II§(D) par le dual du L[G]-Banach II5_,(D). On montre aussi que
Ig(D)€Rep, (&) et Iy, (b) €Rep, (871).

@ Si D est de dimension 2 et si on prend 8, = y ' det D, alors (D, 8 ) est G-
compatible (quand D est irréductible, il s’agit du théoreme 3.12). Si D est absolument
irréductible de dimension 2, alors le caractére précédent est I'unique caracteére &
pour lequel (D, &) est G-compatible (il s’agit d’un des résultats les plus délicats de
[CDP 14]; ce résultat a été démontré avant par Paskunas [Pas 13] pour p 2 5)), et si D
est absolument irréductible de dimension > 2, alors (D, &) n’est jamais G-compatible
(ce résultat fort délicat a été démontré pour p > 5 dans [Pas 13] et en toute généralité
dans [CDP 14]).

e Soit 0 — D; — D — D, — 0 une suite exacte de (¢,I')-modules étales sur &.
Si (D, &) est G-compatible, alors (D, &) et (D,,8) le sont aussi, et les groupes de
cohomologie du complexe 0 — I3 (D,) — II5(D) — I 3(D,) — 0 sont de dimension
finie sur L (ils sont méme nuls si D n’a pas de composante de Jordan-Hélder du type
&(n), avec n? € {8,8 x*)).

¢ SiII(D) est irréductible, alors D Pest aussi. La réciproque est vraie si D est de
rang au moins 2.

e Soit IT € Rep, (&) et soit D = D(II) I'image de II par le foncteur de Colmez.
Alors (D, 871) est G-compatible et il existe un morphisme G-équivariant canonique

Il (D) — T/ dont le noyau et le conoyau sont de dimension finie sur L (et
1@ est aussi de dimension finie). Si de plus IT est supersinguliére, alors D est de

v
dimension 2, 8 = y~!det D (on peut donc retrouver le caractére central de IT  partir
du (¢,T')-module attaché a II, qui n’utilise que la restriction de IT au mirabolique!) et
on a des isomorphismes canoniques

" ~ D'y, P!, TI~II (D).

e La construction (D, 8) — II4(D) est compatible avec la réduction modulo p,
au sens suivant. Si (D, &) est G-compatible et si D ~ D ® 8" oussi D n’a pas de
facteur de Jordan-Holder isomorphe a kg (7) avec n* € {8, 8 y?}, alors

II4(D)” ~T4(D").
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Si D est de rang 2, alors la premiére hypothése est satisfaite avec & = y ' det D. De
plus, quitte a remplacer L par son extension quadratique non ramifiée, on est dans

. . . ., . ss . .
une des situations suivantes : D est irréductible et alors ITy(D) " est irréductible (et
supersinguliere), ou bien D ~ k. (8,) @ kg(J,) et alors

II5(D)" =Ind(8,® y '8, ®Ind(8,® y '8))",

cette derniére représentation étant de longueur 2 sauf si 8,/8, = y*!, dans quel cas
elle est de longueur 3 pour p > 5 et de longueur 4 si p = 2,3.

Ainsi les foncteurs II — D(II) et D — I (b) induisent des anti-équivalences
exactes, quasi-inverses entre le quotient de Rep, (&) par la sous-catégorie des représen-
tations de dimension finie et la catégorie des (¢, I')-modules étales D tels que (D, 8)
soit G-compatible.

L’action infinitésimale de G sur II(V)

Sim 2>2le groupe K,, = 14 p"M,(Z,) est un groupe de Lie p-adique compact,
et on note Z(K,,) I’algebre des distributions sur K, (voir [ST 02b], [ST 03]), dual
fort de I’algebre C**(K,,, L) des fonctions localement analytiques sur K, , a valeurs
dans L. L'algebre enveloppante U(gl, ) de I'algebre de Lie de GL,(Q,,) se plonge dans
9(K,,,L), en voyant les éléments de U(gl,) comme des opérateurs différentiels sur
C*(K,,,L) et en évaluant en 1 € K. Le résultat délicat suivant est démontré dans le
chapitre V de [ Col 10b] (voir aussi [CD 14] pour un argument plus simple).

Proposition 3.14. J
Laction de GL,(Q,,) sur D,;, ®P" en fait un module sur Z(K,,,).

On montre facilement que si / C GL,(Q,) un sous-groupe ouvert compact qui
stabilise 'ouvert compact U C IF’l(Qp), alors D;, KU C D,;, ® P! est stable par
P(H) et on aResy(A-z) = A-Resyy(2) pour tout z € Dz, IP! et tout A€ Z(H). En

particulier, on obtient une action de gl, sur D,;, KZ, = D,;,, telle que

rig?
Resy (X -z) =X -Resy(z)

pourz €D, XPLXegl,etUC Z,, ouvert compact.

Considérons la base

L=(2), h=(5%), =@, w=(

de gl,. L’élément de Casimir
oo L
C=utu"+u"u +§b

engendre le centre de U(sl, ). D’apres la discussion ci-dessus, on peut voir C comme
endomorphisme L-linéaire continu de D;, = D,;, I Z,. Le théoreme principal de
[Dos 12], qui jouera un role important par la suite, est alors le suivant :
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Théoréeme 3.15. }

Soient a, b les poids de Hodge-Tate généralisés de V. Alors pour tout z € D,;, on a

(V=a)(V=0)2) (= e=brP=1

t 2

14_(2) =—

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes.
Notons &£ =a + &. Nous allons montrer d’abord que pour tout z€ D;, on a

L(z)=(k—1)z, u*(z)=tz, h(z)=(1—k)z+2Vz,

ot ¢ =log(1+ 7)€ R. Eneffet, comme § = y 'det V,ona 8"(1) = k—1, et le caractére
central de D,;, WP étant &, cela montre la premiere formule. La seconde est évidente,

puisque (§ %) z=(1+ T)’z pour z €D, et b€ pZ,, donc

b__
ut(z)= lbirn wz =tz

0 b

pour tout z € D,;,. Enfin, ona

donc

puisque 8'(1) =k — 1.
Nous montrons ensuite que C est un opérateur scalaire sur D;,.. Comme C commute
a laction adjointe de GL,(Q,), les formules donnant I’action de GL,(Q,) sur D,;, R P!

montrent que Popérateur C commute a ¢ et I' et vérifie C(f(T)z) = f(T)C(z) pour tous
f €L(T)etz € D,,. Puisque L(T') est dense dans # (en effet, tout f =3, ;4a, T" €ER
est lalimite dans % de lasuite 37, <y @, 7"), C est Z-linéaire et donc C € End, 1 (D).

;E Comme End, 1 »(D,,) = EndL[ng](V) et V est absolument irréductible, C est bien
S scalaire par le lemme de Schur.
£ Il nous reste a trouver le scalaire par lequel C agit (C’est la seule partie astucieuse de
[_'( ’argument). Un calcul immédiat basé sur les résultats obtenus dans la premicre étape
5 montre que
2 2
%hz—h - % — AV —a)(V—b)+ (“_b%

. . 1 . _ _ .
En utilisant la relation C =2u%u~ + ;h*—h (déduite de #*u~—u~u" = h), on obtient
RNV
une égalité d’opérateurs sur D ;,

2
—byY—1

C=2tu+2(V—a)V—>b)+ %.

En utilisant les techniques de localisation et la théorie de Sen, on montre que

(V—a)(V—b)D,, Ct-D,,.
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Ainsi C— % est un opérateur scalaire qui envoie D, dans ¢ - D, ot C = (“_1’2)2_1.
La formule pour %™ suit alors de la relation
—by—1
C=2tu +2AV—a)(V—b)+ %
établie ci-dessus. O

Le résultat suivant est une simple reformulation du théoréme précédent, mais il
sera utilisé systématiquement dans la suite.

r—( Théoreme 3.16. J

Soit V une représentation 7t-admissible et notons II=TI(V') et Dy, =D, (V).
a. Lopérateur C agit par O sur D,;, K P! et donc aussi sur IT*" et (I1*")*.

b. Pour tout z € D,;, on a

V(V—1)z

u(z)=—t3*(z)=— ;

Equations différentielles p-adiques

Nous avons besoin d’un ingrédient supplémentaire avant d’attaquer la preuve du
résultat principal de ce chapitre. Il s’agit d’une construction fondamentale introduite
par Berger [Ber 02], qui lui a permis de démontrer la conjecture de monodromie
p-adique de Fontaine.

Soit A un (¢,I')-module sur 2, pas forcément étale. Berger [Ber 02] a montré que
I’action de T sur A est dérivable, ce qui fournit une connexion V sur A. Explicitement,

on a

V(z) = lim 2D =1

Sit=log(l1+ 7)€ R, onaV(t)=rt,cequipermet de prolonger V en une
connexion sur A[1/t]. Par exemple, si A = 2 avec sa structure naturelle de (¢, I')-
module, alors

l‘

V=1:3, ot A(f)=01+T)f(T).

=
)
=%
=
®
(7]

Le résultat de Berger [Ber 02] s’énonce alors comme suit :

r—( Théoreme 3.17. )
Soit V une L-représentation de de Rham de Y, €t soit A=D

( )
rig
a. Il existe un ulllque (gﬂ,I )—Ill()dule erg( L ) sur e% tel que

Ny (V) CAlt/t], N (V)[1/t]=A[1/1],  V(Ng(V)) C tNgo(V).

I T

b. N,;,(V) ne dépend que de D, (V) en tant que (g, Y%, )-module, ze. sans la

filtration de Hodge.
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Remarque 3.18.
a. On appelle N,;,,(V) Péquation différentielle attachée a V. On définit alors

une connexion d = t~'V sur N, (V), qui va jouer un réle fondamental dans ce

rig
cours.

b. En particulier toutes les représentations que I’on considére dans ce cours, ze.
celles r-admissibles, ont la méme équation différentielle, que I’'on notera N(7) dans
la suite.

Supposons que A =D (V), ou V est une L-représentation de de Rham de %QP,

rig
et notons N = N,; (V). Berger [Ber 02] a montré que via I'isomorphisme construit
par Fontaine (théoreme 3.8) on peut décrire les localisés de N

N Ly[[]1@, Dr(V),
ainsi que N tout entier :
N={zeA[1/t]lg~ ()€ L, [[1]]@, Dag(V), Y>>0},

Le lecteur pourra d’ailleurs prendre cette formule comme une définition de N (il n’est
cependant pas du tout clair sur cette définition que N ne dépend que du (¢, Y%, )>-
module D, (V), sans sa filtration de Hodge. Ceci a été démontré par Berger dans
[Ber 08], voir aussi la discussion suivant I’exemple 6.5 de [DLB 17] pour un survol
rapide de ses résultats).

L’opérateur Jd

Nous allons expliquer maintenant la preuve du théoréme suivant, qui a été inspiré
par article [Col 15] de Colmez (le lecteur y trouvera une autre démonstration de ce
résultat).

!

Théoreme 3.19. )

Il existe un unique endomorphisme continu d de I[0]* (en tant que L-Fréchet)
tel que a™ —1=u"03J. De plus, pour tout g = (* %) € G l'opérateur a —cJ est
inversible sur II[0]* et on a une égalité

gdg ' =(dd—b)a—cd).

Le point crucial dans la preuve est le résultat suivant :

Théoreme 3.20. )

a. Lopérateur #™ sur (IT*")* est un homéomorphisme sur son image, qui est
fermée.

b. Le méme énoncé est vrai avec II[0]* a la place de (IT*")*.

Démonstration. La deuxiéme partie découle facilement de la premiére. Pour montrer
la premiére, on commence par montrer Iinjectivité de #* sur D,;, IP', qui entraine celle
sur (II"")* € D,;, ®P". Cette injectivité se ramene a celle de #* sur D,;, (qui est claire car
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u* =tsur D) etacellede u™ sur D, . Grace au théoreme 3.16, il suffit de vérifier que V

On vérifie que Frac(2)V= = L, ce qui permet de montrer

V=x

rig

est de dimension finie sur L. S’il était non nul, comme il est stable par ¢, on en déduirait
. . , . .

que ¢ a des vecteurs propres sur D,;, (apres avoir remplacé L par une extension finie), et

et V— 1 sont injectifs sur D,;,.
que pour tout x € L le morphisme naturel DrYg:" ®, Z — D, est injectif, et donc D,

on montre que cela est impossible (i.e. que la représentation V' n’est pas trianguline) sans
difficulte.
Pour conclure, il reste & montrer que I'image de #* est fermée (le reste étant une consé-
quence de résultats standard d’analyse fonctionnelle). Le point crucial est que J est bijectif
sur N(7) (Cest un résultat de Colmez [Col 15]), donc un homéomorphisme car N(7) est
un espace LF. Supposons donc que /, € (IT*")* satisfont lim, #*([,) =/ et montrons
que [ € u™(II"")*. Notons

x, =Res, (1,).3, =Res, (w],)€D

rig
etx = ResZP(l),y = ResZP (wl). Le théoréme 3.16 montre que

utl, =(tx,,—t3*(y,)),

donc tx, — x et —tJ*(y,) =y dans D,;.. Ecrivons D, =U,D,,avec D, un #,-module
libre de type fini, stable par T et tel que ¢(D,)) C D, ., (on suppose que 7 est assez grand).
Un argument utilisant le théoréme de Baire montre qu’il existe & tel que x,,,7,,x,y € D,
pour tout 7. La multiplication par ¢ dans D, est un homéomorphisme sur son image, qui
est fermée (alors que ¢ D, est dense dans D, !), donc on peut écrire x = tx avec X € D,,
(puisque tx, — x dans D). On déduit de méme I’existence de j € N(r) tel que y = —zy
et tel que d%(y,) — y dans N(r). Puisque J : N(7t) — N() est un homéomorphisme,
on peut écrire y = J*(§) avec § € N(r) et y, — § dans N(r). Quitte & augmenter £, on
peut supposer que y,, — § dans N(7r), (défini comme D,, a partir de N(7r) au lieu de D,;,).
Commey, € D, et D, estfermé dans N(7),, onaj € D,,. En passant 4 la limite on obtient
Resz; () = w(ResZ; (%)), ce qui montre que la paire (x,§) définit un élément (%,7) de
D,;, &P, tel que (x,y) = #*(x,7) dans D,; KP". En utilisant un argument d’orthogonalité,
on montre que (£,7) € (II*")*, ce qui montre que [ = #*(%,7) € »(II*")*, comme voulu.

O

Passons maintenant a la preuve du théoréme 3.19. Pour montrer Iexistence de J,
il suffit (compte tenu de ce qui précede) de montrer que

l,:=a*l—1eu*T[o]

pour tout /€II[0]*. Puisque II[0]*/ #* TI[0]* est naturellement isomorphe i (IT[0]*" =0)*,
il suffit de montrer que /; est nulle sur TI[0]*"=°. En écrivant I1[0] comme quotient
de II** par 7, on vérifie facilement qu’il suffit de démontrer le résultat suivant : si
? € IT™ est d’image v dans I1[0] et si v € TI[0]*" =2, alors

. =(a"+1)demn.

Pour cela, on montre (en utilisant le fait que le Casimir agit par 0) que 9, est tué para™
et par #7. On conclut en utilisant le résultat délicat suivant, dont la preuve se trouve
dans [DLB 17] (voir aussi le dernier paragraphe du dernier chapitre pour un survol
de la preuve).
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Théoréme 3.21. J
Tout vecteur de IT*” tué par a™t et ™ est lisse.
Il nous reste enfin & montrer I’égalité

gdg ' =(dd—b)a—cd)".

Nous laissons cela en exercice au lecteur : commencer par établir les relations
at=0u*, dut—utd=1, w =—3at==3%"
sur II[0]*, les utiliser pour en déduire des relations
gutg ' =det(gNa—cd)Pu", gatg'=det(g7Na—cI)dI—b)ut

et conclure par des manipulations formelles.

(@ La représentation I1[2]

Notons que le G-module 2!(X) s’obtient facilement & partir du G-module
0(%,)):ona (X)) = 0(L,)dz et I'action de G est obtenue en tordant celle sur
O(%,) par le cocycle g = (# 4) € G — det(g) - (a —cz) 2. La construction ci-dessous
n’est donc pas tres surprenante.

~{ Définition 3.22. |

Considérons une variable formelle d z et définissons
[2]* =1[0]'d z.

Pour g = (* %) € G et ] €TI[0]" on pose

g(ldz)=(det(g)-(a—cd)*(g.l))dz.

La formule précédente a bien un sens grace au théoréme 3.19, qui permet aussi de
montrer le résultat suivant :

7]
i
=
<
o
=
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Proposition 3.23.)

0,

La définition ci-dessus munit II[2]* d’une structure de G-module et I’application
d: 1[0 - 1[2], d(l)=—u"(l)dz

est G-équivariante et d’image fermée.

La structure de 0(£2)-module

Lespace 0(X,)° a une structure évidente de 0(€2)-module. Dans ce paragraphe
nous allons munir II[0]* d’une structure de 0(2)-module qui sera cruciale dans la
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preuve de nos résultats principaux. Comme I'opérateur J sur II[0]* est un modeéle de
I'opérateur de multiplication par z sur O(X,,)?, il est naturel d’imposer

1
x) |-l = 3 —x)"Y (D ulx
( /P o >> /P o T Oa

comme structure de O(€2)-module sur II[0]*. C’est effectivement le cas, mais donner
un sens a cette formule et vérifier qu’elle a les bonnes propriétés demande un certain
nombre d’estimées, pas totalement triviales (le probleme vient du fait que 'opérateur
(& —x)! est un peu difficile a contrdler).

On note (, ) 'accouplement canonique entre I1[0]* et IT[0].

Proposition 3.24.}

Pour tout v € II[0] et / € IT[0]* 'application
fl,,u :Qp —L, x—1(d—x)"0)

s’étend en une fonction localement analytique sur P}(Q »), nulle a Pinfini.

Démonstration. Donnons les grandes lignes de la preuve et renvoyons le lecteur 4 la
proposition 9.10 de [DLB 17] pour les détails. Posons f; ,(c0) = 0. On commence par
montrer la relation

cx+d

fl,v(gx): E

f;63+d)g*11,g*17;(x>3

valable pour tous [ €I[0], v II[0], x € IP’l(QP? et g € G. 1l s’agit d’un calcul purement
formel utilisant le théoréme 3.19, que nous laissons au lecteur. Cela nous ramene a
démontrer le caractére analytique de f; , au voisinage de 0. Un point important est

Iidentité ot
fro0)=(L(s1)d7 (o 7)o,
qui découle encore du théoréme 3.19. On peut écrire
T[0] = U5, 11[0]",

. . 12 .
comme une réunion croissante d’espaces de Banach stables par (o ? ), mais pas par d ou

l‘

7. Si b est choisi de telle sorte que v € TI[0]”), on peut écrire pour x € pNZP (N assez
grand, ne dépendant que de v)
(3 v= Zx”vn

n=0

=
)
=%
=
®
(7]

avec v, € II[0]" tels que lim,,_, ., p"Nv, =0 dans TI[0]*). On a alors

lim p"™N 87 (v,)=0

n—oo

dans TI[0], car & est un homéomorphisme de IT[0]. Les vecteurs v/, = p"N 3 ~!(v,) tendent
vers 0 dans T1[0]*") pour un b’ > h, et on a

f,,v<x>:2( : ) 131

N
n=0 P

pour tout x € p"Z,. On conclut alors facilement. O
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Théoreme 3.25. }

Lespace II[0]* admet une unique structure de 0(€2)-module compatible avec sa
structure de L-espace vectoriel et telle que z./ = J(/) pour tout / € II[0]*.

1
z—x

Démonstration. Soit S Iespace vectoriel engendré par les fonctions
Alors § est dense dans 0(€2) et pour f =3 - € § notons

X z—

avecx €Q,.

T, = Zax(o” —x)7": TI[0]" — TI[0]".

Si
ur=Y a8~ a8, €5y

est la distribution attachée & f, on vérifie par un calcul direct que 'on a
T D)= [ frulwusta)
PI(Q,)

ce qui aun sens d’apres la proposition précédente. On vérifie alors, en utilisant la dualité de
Morita, que si f, € S et £, converge dans O(€) vers £, alors les opérateurs 7, convergent
faiblement vers un opérateur continu Tf. En passant a la limite, on obtient aussi la relation

T 0o= [ i)

pour tout f € O((2). Cela permet de démontrer que si f, — f dans 0((), alors T,
converge faiblement vers 7 en tant qu’opérateurs sur II[0]". Pour conclure, on pose
f-1=T,(I) et on vérifie que cela définit bien une structure de &(£2)-module. Le seul
point délicat est de vérifier que (f g)./ = f.(g./) pour tous f, g € O(2) et [ € II[0]". Par
et g = .=, avec

des arguments de densité et continuité, on se ramene au cas f =
x#y€ @Q,- Dans ce cas

z—X

fg:1-<1—1)€5”,

X—y \z—x z—Yy

et le résultat voulu découle de I'identité

1

x=y

(@—x)"o(@—y) "= (@=x)" ==y

valable sur II[0]". O
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CHAPITRE 4

FIN DE LA PREUVE

Le but de ce dernier chapitre est d’expliquer la fin de la preuve du théoréme 1.32
énoncé dans le premier chapitre. Pour le confort du lecteur, nous rappelons cet énoncé
et les notations sous-jacentes.

Théoreme 4.1.

Pour tout V € ¥(p) il existe un unique (a scalaire pres) isomorphisme de G-
modules de Fréchet

o=,y = (Ivym /mvy)".

Rappelons que p est la représentation lisse irréductible de D* correspondant a
une représentation supercuspidale 77 de G = GL,(Q,,), a caractere central trivial,

et que V € ¥(p) signifie que V est une représentation de de Rham 7z-compatible,
ie II"¢ ~ 7z, ot I = TI(V') est la L-représentation de Banach associée 3 V par la
correspondance de Langlands locale p-adique.

Notons simplement II[0] = II**/ 7. Dans le deuxiéme et troisiéme chapitre nous
avons construit un opérateur d : I[1[0]* — II[0]*, qui nous a permis :

e de construire un G-module IT[2]* =TI[0]*d z, I’action de G étant donnée par

g(ldz)=(detg(a—cd)?gl)dz.
e de construire une injection G-équivariante, d’image fermée
d:0[o] - 1[2], [——ut(l)dz.

o de munir IT[0]* d’une structure de 0(2)-module en utilisant la recette

1 o o
</nm<@?>z—x#(x>> l_/IP”(Q,,)(a =)

Lopérateur d est uniquement caractérisé par ’égalité a™ —1=u" o d.

]
=
=5
o
)
o
£
<
o




)
>
5
o)
1

&
o

=

=

i

74 Fin de la preuve chap. 4 sec.1

Enfin, on a construit dans le second chapitre un morphisme G-équivariant non
nul

F:II[0] - O0(%,),

qui dépend a priori d’un certain V' t—compatible. Le but de ce dernier chapitre est
de montrer que F est un isomorphisme, indépendant des choix (2 scalaire pres).

Proposition 4.2. J

Lapplication F est @(€)-linéaire et induit donc un morphisme 0(Q2)[ G]-linéaire
F:1[2]" — QY(X,), ainsi qu'un morphisme G-équivariant

F:1[2]"/d(TI[0]") — Hy (%, -

Démonstration. Puisque les fonctions ﬁ engendrent un sous-espace dense de 0(Q), il
suffit de montrer que F(J/) = zF(l) pour / € II[0]*. Comme F commute a I’action de
gl,, on a d’une part

Flatl—1)=F(utdl)=u"F(II)

et d’autre part

Flatl—1)=a*F(l)—F(I) = u*(zF(1)).

On conclut en utilisant Pinjectivité de # ™ sur Q'(Z, )°. O

Nous allons commencer par montrer la surjectivité de F : II[0]* — O(X,)?, ce qui
demande un certain nombre de préliminaires (la preuve qui suit doit beaucoup a des
conversions avec Colmez et Fargues). Nous allons utiliser les résultats de Kohlhaase
[Koh 11] sur le transfert de (certains) fibrés vectoriels équivariants entre les tours de
Drinfeld et de Lubin-Tate.

§) Fibrés de Drinfeld et de Lubin-Tate

Notons K =GL,(Z,), H = 0p, K, = 1+ p"My(Z,) et H, = 1+ p" O}, pour
n > 1. Rappelons que ./, est ’espace de Rapoport-Zink sur Q , donnant naissance
(quand 7 varie) a la tour de Drinfeld. Chacun des espaces ./, est une réunion disjointe
infinie d’espaces, et on note 9, la « composante centrale » de .#,,, lieu ou la quasi-
isogénie universelle est de hauteur 0. Par exemple 2, = Q2 ® Q b

En déformant par quasi-isogénies un groupe formel de dimension 1 et de hauteur
2sur I, (un tel objet est unique a isomorphisme pres) on obtient un autre espace
de Rapoport-Zink sur Q »» celui de Lubin-Tate, noté £7,. En tant qu’espace rigide
analytique sur Q »» LT, est une réunion disjointe infinie de copies d’un disque ouvert
de dimension 1. En ajoutant encore des structures de niveau, on définit une tour de
revetements étales galoisiens (£.7,,),, de 'espace £7,. Chacun des espaces £7,
est une réunion disjointe infinie d’espaces, et on note &, la « composante centrale » de
27, lieu ou la quasi-isogénie universelle est de hauteur 0. Ainsi % est simplement
un disque ouvert de dimension 1, et £, un revétement de ce disque.

Rappelons la notion suivante, introduite par Fontaine et qui est a la base de
nombreuses constructions en théorie de Hodge p-adique :
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Définition 4.3. }

Soit G un groupe agissant sur un anneau intégre B, de telle sorte que I’anneau des
points fixes BY soit un corps. Soit F un sous-corps de B®. On dit que ’anneau B
est (F,G)-régulier si (Frac(B))® = BY et si tout élément f € B tel que Ff C B
soit G-stable est inversible.

Le groupe K x H agit sur les espaces £, et 9,,, donc aussi sur O(%,) et 0(%,).

Le résultat suivant (comme tous ceux de cette section) est d(t 2 Kohlhaase [Koh 11].

,—[ Proposition 4.4. }
Soit Fn = QP(QVP")'
a.Ona ﬁ(,‘fn)Hn =F, et ﬁ(@n)Kn =F,.
b. Lanneau 0(%,) est (F,, H,)-régulier et 'anneau 0(Z,,) est (F,, K, )-régulier.

Remarque 4.5. Soit Z, = %, Xp 9,,. Alors Z,, a une action de K X H et on montre
que O(Z Y ~ 0(%,) et O(Z, ) ~ 0(D,).

Si un groupe G agit sur un espace rigide X, on note Bun(X) 'ensemble des
fibrés G-équivariants (de type fini) sur X. Si X est un espace Stein, alors Bun(X)
s’identifie, via le foncteur sections globales, a 'ensemble des 0(X )-modules projectifs
de type fini avec une action semi-linéaire de G. On se permettra dans ce cas I’abus
d’identifier un fibré avec ses sections globales.

La proposition ci-dessus permet de construire des foncteurs «a la Fontaine » :
pour N € Buny(%,) on note

W,(N)=(0(£,)® g4, N)™,

un F,—espace vectoriel de dimension finie avec action semi-linéaire de H/H,,. De plus,
la proposition précédente permet de montrer I'injectivité de I’application naturelle

ﬁ<zn) ®Fn Wn(N) - 0)(’%71) ®6‘(.Yo) N.

[ Définition 4.6. |

On dit que N € Bun(%,) est un fibré de Drinfeld si ’application ci-dessus est

un isomorphisme pour un certain 7. On définit de méme la notion de fibré de
Lubin-Tate.

,—( Proposition 4.7. }

Si l’application ci-dessus est un isomorphisme pour un 7, elle I’est aussi pour tout
n 2 ny et I'espace

Dy, (N):=(0(2,)®F, W,(N))"

est indépendant de 7 = n,.
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Remarque 4.8. Par descente étale on obtient un isomorphisme
ﬁ(@n) ®ﬁ(90) DDr<N) =~ ﬁ(@n) ®Fn Wn(N)

On montre alors que Dy, (N) > (0(Z,) ® (4, N), et que N est de Drinfeld si et
seulement si I"application

O(Z,)® (9, (0(Z,) @44y N = O(Z,)®4(4) N

est un isomorphisme pour un certain 7. Bien slir, on a des énoncés analogues pour
les fibrés de Lubin-Tate.

Notons Bunbf(%,) la catégorie des fibrés H—-équivariants de Drinfeld sur %,.

On définit de la méme maniére la catégorie Bunk'(2,) des fibrés K—équivariants de
Lubin-Tate sur %,. Le résultat suivant est d a Kohlhaase [Koh 11]:

,—| Théoreme 4.9.

a. La catégorie des fibrés de Drinfeld (resp. de Lubin-Tate) est une catégorie
abélienne, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual a
I'intérieur de la catégorie Buny (%) (resp. Bung(%)).

b. Les foncteurs Dy, et D; 1 sont exactes et induisent des équivalences quasi-
inverses

Bun"(%,) ~ Bunk (2,).

Donnons un exemple important de fibré de Drinfeld. Soit p une représentation
de dimension finie de //H,, sur Q, et considérons le fibré N = o ® 0(%,). Alors

W,(N)=(0(2,) 8 )" = 0(2L,)" @ p=F,®p

n

et
Dp,(N)=(0(2,)® p)! = Homy(e",0(2,,)).

Descente sur 'espace des périodes

Lespace % est muni d’une application de périodes (de Gross-Hopkins)
ﬂGH:‘%O—ﬁF)l :IP’1®QP.

Soit BunB(P') la catégorie des fibrés F € Bunp,.(P!) tels que le fibré 755;(F) (vu
seulement comme fibré H-équivariant) soit dans Bunb'(.%,). On définit de méme
la catégorie Bunk! (€2) (dans ce cas I’analogue de I’application des périodes 7y est
simplement I'identité). Kohlhaase raffine le théoréme précédent comme suit :
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p.

,_( Théoréme 4.10. )

Il existe des équivalences exactes quasi-inverses de catégories abéliennes

Bunb'(P!) — Bunkl ()

compatibles avec I’équivalence fournie par le théoreme précédent. De plus, si o est
une représentation lisse de D*, de dimension finie sur @, alors

0 ® Oy, € Bunp'(P')

et

Dy, (p ® Gpi) =Homy, (p°, 0(M.,)) = O(AM, "

si p est triviale sur H,, (ce qui arrive si 7 est assez grand).

Ainsi, O(AM,)° est de Lubin-Tate et
Dyp(O(AM,Y) = p" ® Opi-

Surjectivité de F

Nous allons commencer par quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Nous
renvoyons le lecteur a I’article fondamental [ST 03] de Schneider et Teitelbaum
pour de plus amples détails. Considérons une L-algebre de Fréchet A (associative et
unitaire, mais pas forcément commutative), dont la topologie est définie par une suite
croissante ¢; < ¢, < -+ de semi-normes continues de L-algebres (on demande donc
que la multiplication de A soit continue pour chaque g,). Soit A, la complétion de
A/ ker(g,) pour la topologie induite par ¢,,. Alors (4,)), est un systéme projectif de
L-algebres de Banach et le morphisme naturel A — lim A, estun isomorphisme de

L-algebres de Fréchet. On dit que A est une L-algébre de Fréchet-Stein si on peut
choisir les g, telles que A,, soit noethérien a gauche et A, soit un A, ;-module plat a
droite.

Soit A=limA, une L-algebre de Fréchet-Stein comme ci-dessus. Un A-module
a gauche M est dit coadmissible s’il existe une famille (M), de A, ,-modules de type

fini M, ainsi que des isomorphismes A, ®4,, M,y =M, tels que

M ~limM,.
—

n

Les A-modules coadmissibles forment une sous-catégorie pleine Coad(A) de la caté-
gorie des A-modules (unitaires) a gauche, qui ne dépend pas du choix de la suite de
semi-normes (g,,) (tant qu’elle satisfait les conditions imposées ci-dessus). Schneider et
Teitelbaum ont montré [ST 03] que Coad(A) a les propriétés suivantes :

e Tout module M dans Coad(A) est canoniquement muni d’une structure de
L-espace de Fréchet. En écrivant M = lim M, pour une suite compatible
n

(M) de A, -modules de type fini, chaque M, a une topologie canonique de
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L-espace de Banach, et M est muni de la topologie limite projective. De plus, on
récupere chaque M, a partir de M, car application naturelle A,  , M — M,
est un isomorphisme. Enfin, 'image de M est dense dans chaque /M, et on a
R'limM,, =0 (il s’agit d’un analogue des théorémes A et B de Cartan).

e Tout morphisme A-linéaire entre deux objets de Coad(A) est automatiquement
continu (il est méme strict), et son noyau (resp. image, conoyau, coimage) est
encore dans Coad(A). Cependant, Coad(A) n’est pas stable par sous-modules ou
modules quotient. En fait, si N est un sous-A-module de M € Coad(A), alors N
est coadmissible si et seulement si N est fermé dans M, si et seulement si M /N
est coadmissible.

e Coad(A) est une sous-catégorie abélienne de la catégorie des A-modules a gauche,
contenant les A-modules de présentation finie (mais en général elle ne contient

pas les A-modules de type fini, car A n’est pas un anneau noethérien en général).

e Tous sous-module de type fini d’'un module coadmissible M est coadmissible,
et donc fermé dans M.

Par exemple, si X est un espace Stein sur L, alors A = (X)) est une L-algebre de
Fréchet-Stein, et Coad(A) s’identifie a la catégorie des Oy -modules cohérents (via le
foncteur sections globales).

Munis de ces résultats, ainsi que de ceux de la section précédente, nous pouvons
enfin donner la preuve du théoreme suivant :

Théoreme 4.11. }

Soit V un espace de Fréchet avec une action continue de G et une structure de
0(Q)-module. Alors toute application 0(Q)[ G]-linéaire, continue, non nulle
F:V — 0(X,)° estsurjective.

Démonstration. Nous allons faire la preuve en deux étapes, en montrant d’abord que
I'image de F est dense. Soit V = V&g, Q, et

F : V - ﬁ<2n)F®QP Qp = ﬁ('%n)/p

I’application déduite de F par extension des scalaires. Un petit exercice montre qu’il suffit
de prouver que I'image de F est dense. Soit M ’adhérence de cette image dans O(4,)°.
Soit A = 0((2), une algébre de Fréchet-Stein. Le A-module O(.,)? est coadmissible, car
de présentation finie sur A. Il s’ensuit que M est coadmissible et donc il définit un faisceau
cohérent M sur . Ce faisceau est G—équivariant car M est stable par G, et il est alors
facile de vérifier que ce faisceau n’a pas de torsion et donc est un fibré G-équivariant sur
€ (ne pas oublier qu’on est en dimension 1!). Soit N définit par la suite exacte

0—-M—O(M, —N—DO.

En utilisant encore la G-structure sur N, on vérifie que N € Bun(f2). Comme nous

P’avons vu dans la section précédente, ona O(,, )? €Bunt' () et Dy (O(AM,)P)=p* ®Op:.
. . . . 7 4 . .

On obtient ainsi une suite exacte de fibrés D*~équivariants sur P!

0— Dy(M) = p" ® Op1 — Dy 1(N) — 0.
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1l suffit de montrer que Dy (N)=0. Supposons que ce n’est pas le cas et notons X =D (M),
Y =D (N), de telle sorte qu’on ait une suite exacte

02X —>p"®0: —»Y —0.
Soit A la plus petite pente de X, donc A < 0. La suite exacte précédente en induit une autre
0= X(—A) = p" ® Osi(—A) = Y(—A) —0.
En passant aux sections globales (en utilisant le fait que H'(P!, X (—A)) = 0) on obtient
0— H(P', X (=) — Sym™(Q}) ® p* — H(F', Y (=) — 0.
Le terme au milieu étant irréductible et H%(P!, X (—A)) étant non nul, on obtient
HO(P',Y(—=A)=0.

Les pentes de Y (—A) étant positives, on obtient Y (—A) = 0, une contradiction. Nous
venons de montrer que 'image de F est dense. Comme O(X)? est un module projectif
de type fini sur 0(RQ), il suffit d’utiliser la proposition ci-dessous pour conclure. O

Proposition 4.12. J

Soit V un espace de Fréchet avec une structure de 0(2)-module et soit N un
0(2)-module projectif de type fini (en particulier N est un Fréchet nucléaire).
Alors toute application continue, 0(Q)-linéaire, d’image dense F : V — N est
surjective.

Démonstration. On peut supposer que N est libre de type fini, et ensuite que N = ().
Ainsi I = F(V) est un idéal dense de 0(f2). Soit f € I non nulle et sotent x, x,,... ses
zéros dans Q (2 Gal(Q,/Q, )-conjugaison pres). Notons

gon(z) = HNx(xk)/QP (Z _xk> € ﬁ(ﬂ)
k=1

Puisque / est dense, on peut trouver pour tout 7 un vecteur v, € V tel que F(v,) ne
, .
s’annule pas en x,. On construit alors ¢, ¢5,+-- € Q, tels que

VI= 0+ 6P 10 TGP 9T+

converge dans V et tel que F(v,)+c,¢0,F(v,)+--++¢, ;- ¢, F(v,) ne s’annule pas en
x,, pour tout 7. Alors g := F(v) € I ne s’annule en aucun x,, et donc I'idéal ] = (f, g) C 1
est dense. Comme il est de type fini, il est fermé, et donc J = 0(Q) et I = O(S2), comme
voulu. O

]
=
=5
o
)
o
c
<
o

Corollaire 4.13. Le morphisme F : II[0]* — O(X,)° est surjectif. En particulier,
0(%,))° est coadmissible en tant que D(K)-module.
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Injectivité du morphisme

Les morphismes F : II[0]* — O(X,)° et F : II[2]* — Q!(X,)? induisent un
morphisme
F:1[2]/dTI[0] — QX(Z, ) /d O (%, ) = Hy (%,

qui est surjectif d’aprés le corollaire 4.13. Le terme II[2]*/dTI[0]* s’identifie a (TT[2]* =°)*,
d’ott (par dualité) une immersion fermée

Hle,c(Zf)p* - H[z]u+:0‘

Nous allons analyser cette application, ce qui demande encore quelques préliminaires.

Proposition 4.14. )

Lespace IT[2]*"=° est un G-module lisse.

Démonstration. Sion savait que II[2]*"=° est une G-représentation localement ana-
lytique, on pourrait conclure en utilisant les mémes formules que celles utilisées pour
démontrer la lissité de Hj (%,)°" (¢f. chapitre 2), i.e. celles permettant d’exprimer I'ac-
tion de gl, en termes de #* et & (elles montreraient que I[2]*"=° s’identifie 3 T[2]8%=0).
Pour montrer ce caractére localement analytique, remarquons d’abord qu’en tant que
B-module II[2] est simplement une tordue de I1[0] par un caractere, donc localement

. . — n
analytique. On en déduit que tout vecteur v de TI[2]*"=° est fixé par (; ? 1ZP> et par

1+p"Z, 0 . \ . : /
( o 1) pour 7 assez grand. En appliquant cela & wv on obtient aussi que v est fixé

par < Pnlzp ?) pour 7 assez grand. On en déduit facilement que v est fixé par 14 p"M,(Z )

pour 7 assez grand, ce qui permet de conclure. O

Nous avons prouvé dans le deuxi¢me chapitre que Hj; (3,)° est un G-module
lisse qui se surjecte sur 7w @ 7. En utilisant le fait que 7 est un objet injectif et projectif
dans la catégorie des G-modules lisses a caractere central fix¢, on en déduit que 'on

peut écrire . .
HdR,c(Zn)p =n®ndo

pour un G-module ¢. Nous allons montrer que ¢ = 0, mais I’argument sera trés
indirect (un argument plus simple, mais trés loin d’étre une trivialité, se trouve dans

[CDN 17]; il s’¢étend a GL,(F) pour toute extension finie F de @, ce qui n’est pas le
cas de ’argument ci-dessous).

Définition 4.15. |

Soit LC I'espace des fonctions ¢ : @, — L® Q" localement constantes, a support
compact dans Q,, et telles que p(ax) = 0,(¢(x)) pour x € Q}, et a € Z;, (rappelons
que 0, €T =Gal(Q,"/Q,) vérifie y(0,) =a).

Le groupe mirabolique P = ((%; Qip) agit sur LC par

(84) p(x) = e(bx)(ax)

. cyc . pix
ouc: QP — QP envole x sur (pn pour 7 assez grand.
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Le sous-espace LC_ de LC formé des fonctions ¢ nulles sur un voisinage de 0
est stable sous I’action de P et irréductible en tant que P-module (c’est un résultat
standard).

Proposition 4.16. )

I existe un plongement P—-équivariant
2] =° - LC® Dy,

ou Dy =D (V) pour n’importe quelle représentation 7-compatible V.

Nous allons expliquer la preuve de la proposition ci-dessus dans le paragraphe
ci-dessous, admettons donc pour 'instant ce résultat et continuons la preuve de la
nullité de 0.

Soit ¢ la composée des applications suivantes

TOTo>TOTDo ~ HJR,C(Zn)p* —ST[2]"=° > LC ® Dyg.

D’apres ce qui précede, toutes les fleches sont injectives. Si v € U = (é Qiﬁ ), alors

(1—#)LC C LC,. En combinant cette observation avec le fait que 7 est supercuspidale
(donc tout vecteur de 7 est une combinaison linéaire de vecteurs de la forme (1—#)v),
on voit que Im(¢) C LC, ® D . La théorie classique du modele de Kirillov [JL 06]
montre que 7t est isomorphe a LC, en tant que P-module. On en déduit que ¢ induit
un isomorphisme 7w @ 7t ~ LC, ® Dz. Mais alors o se plonge dans oV, qui se plonge
dans LCY ® Dz. On voit facilement que LCY =0, ce qui permet de conclure que
o =0 et donc on a bien un isomorphisme

H(}R,C(Zn)px >~

Ensuite, comme Hy (X,)° =~ 7@ 7 se plonge dans T[2]*"=°, on peut écrire
M[2]*"=° = @ @0’ pour un G-module ¢’. En reprenant I’argument du paragraphe
précédent, on obtient ¢/ =0 et donc I[2]* = ~ 7 @ 7.

On déduit de ce qui précede que F induit un isomorphisme

[2]*/dT[0] ~ QN2 )P /d O (S, ).

En particulier, si / € II[0]* et F(ldz)=0, alors [dz€d O(X,)° et donc [ € (II[O]").

Comme #* est injectif sur (3, )°, on obtient ainsi une inclusion

ker(F) C (ﬂ(f)"n[or) dz cTI[2]".

n=1

Enfin, considérons un vecteur x €N - (#)"II[0]" et prenons une représentation
n=1

n-compatible V. En écrivant II*" =II(V)* et D,;, = D,;,(V'), on obtient

xe mn?l(%Jr)n(Han)* - mn>1<%+)n<Drig &I[ﬂ)

e
=
o
o
)
o
=
<
o
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En regardant la restriction a Z,,, on obtient ¢” | Res;, (x) pour tout > 1, donc
?

ResZP(x) =0. On voit donc que
ker(F)Cc {x€D,;, X P! ResZp(x) =0}.

Comme ker(F) est stable par w, I'inclusion ci-dessus force ker(F) = 0. Cela finit la
preuve de I'injectivité de F et du théoréme principal.

Le modéle de Kirillov de Colmez

Il nous reste donc a expliquer la preuve de la proposition 4.16. Nous allons
simplement énoncer les résultats, les preuves étant tres techniques (voir la section 5
du chapitre VI de [Col 10b], ainsi que [DLB 17] pour les détails).

Soit V une L-représentation de dimension 2 de Eﬁ@p , absolument irréductible
(dans les applications V' sera une représentation 7-compatible). Notons pour simpli-
fier I =TI(V) et rappelons que P = ((%7’ Qil’ )

~—{ Définition 4.17. |

a. Soit IT"~fi" Pespace des vecteurs P-finis de I, i.e. les vecteurs v € IT véri-

ﬁant ” b
((épl )—1)" =0

pour certains 7,k 2> 1, et tels que L [(ZOP ?)] v soit de dimension finie sur L.

b. Soit TIP—fini ¢ TIP~fini Je sous-espace des vecteurs de pente infinie, i.c.
satisfaisant aussi une relation

Pt k

Z(éi) O(Po’”?),v:o

1=0

pour certains 7,k > 1 et m € Z.

Remarque 4.18. Soit v € I’ ¢t soient 7,k comme dans la définition ci-dessus.
On vérifie sans difficulté que

(1—u)k7j EH(V)ffﬁni, Yuc (é Qil’ ) .

—{ Définition 4.19. |

Posons L [[t]] = U,5,L,[[t]]. Si X est un L [[¢]]-module avec une action
semi-linéaire de T', on note

o LP(Q;,X)" 'espace des fonctions ¢ : Q7 — X a support compact dans @,
et satisfaisant ¢(ax) = 0,($(x)) pour tous x € Q;, eta € Zj,.

e LP (Q},X ) le sous-espace de LP(Q}, X ) formé des fonctions nulles au
voisinage de O.
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Remarque 4.20.
a. Lapplication ¢ — (¢(p")),cz induit un isomorphisme

LP,(Q;, X)) ~EPX.

i€Z
b. On munit les espaces LP(Q;,, X Y et LP, (@, X ) d’une action de P, définie par
((8%) ¢) (x) = e(bx)e' " Blax).

. cyc . pix
Rappelons que ¢ : Q, — Q" envoie x sur ¢y " pour n assez grand.

Notons
Dy(V)=limDg; (V)[1/t]/Dy (V).

n

La proposition suivante découle des résultats de Colmez [Col 10b, ch. VI] (voir la
preuve de la proposition 7.6 de [DLB 17] pour les détails).

,—( Proposition 4.21. J

a. Les sous-espaces 117

—fini ot TIP—fini sont stables sous ’action de P.
b. 1l existe une injection P—-équivariante canonique
P—fini * — T
I — LP(Q%,, Dg(V))',

induisant un isomorphisme

Tt~ TP (Q5, D V)"

En particulier on dispose d’un isomorphisme de L-espaces vectoriels
P—fini . —
7= ~ (B Dy(V).
i€Z

Un résultat beaucoup plus délicat est le théoreme suivant de Colmez [Col 10b,
ch. VIJ:

Théoreme 4.22. )

Tout vecteur P-fini, de pente infinie est localement analytique, z.e.

Hf—ﬁni c I,

]
=
=5
o
)
o
c
<
o

Nous renvoyons le lecteur au théoréme 7.11 de [DLB 17] pour les détails de la
preuve du résultat ci-dessous.
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r—( Théoréeme 4.23. J

Supposons que V est T—compatible.
a. Un vecteur v € IT™ est dans I155¢ ~ 7 si et seulement si #

to=atv=0.

b. Linclusion II" ¢ II"~fi"i combinée avec I'isomorphisme fourni par la
proposition 4.21 induisent un isomorphisme

= T = LP (Q3, NF(V)/D(V)).

Démonstration. Nous allons simplement donner les grandes lignes de la preuve. Soit
v € IT*" tel que #*v = a*v = 0. Un calcul montre que pour tout x € Q, le vecteur

v, =({¥)v—wv est encore tué par #* et a*. On en déduit (en utilisant la remarque 4.18

que v, est dans I’espace
s .= (o e 1P| 4ty =40 = 0).
Or, on montre [Dos 12, Col 10b] que It € TT%%* et que I'isomorphisme
—fini * —
Hf = LPc(Qp’Ddif(V»r
induit un isomorphisme de P-modules
I~ & LP(Q,,, Ni{(V)/Dgi( V)"
Ainsi, #~v, =0 pour tout x. Un autre calcul montre que cela force
((67)—Du =0

pour tout x. D’autre part, on vérifie facilement que le seul vecteur de II invariant par
1 _ . \ e
( . le ) est 0, donc #~v =0 et v est lisse. Le reste s’en déduit facilement. O

Remarque 4.24.

a. La preuve du théoréme précédent a Iair élémentaire, mais elle repose de maniere
cruciale sur inclusion TI? s < TT5%¢ | qui est un résultat hautement nontrivial. En
effet, il est un des ingrédients cruciaux de la preuve du fait que IT'* £ 0, ce qui n’est

Il s’agit d’un des plus délicats résultats démontrés dans le chapitre VI de Iarticle de
Colmez [Col 10b]. Une preuve plus simple se trouve dans [Dos 12].

b. Puisque
Ng(V)=L[[t]]®, Dgr(V) et

Di(V) = tNG(V) + Lo [[1]]®, Fil' (Dge(V)),
on obtient un isomorphisme I'-équivariant

Nif(V)/DI(V) = Loy ® Dyg(V)/Fil’ (Dy(V))-
Le théoréme de Hilbert 90 fournit en outre un isomorphisme

LP(Q},Z2)' ®; Lo, ~LC(Q},2),

avec Z =L, ®; D(V)/Fil’(Dg(V)). Enfin, le terme de droite est simplement le
modele de Kirillov usuel de 7 ®; L.

pas du tout évident en utilisant la construction de I en termes de (¢,I')-modules.
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Nous pouvons enfin expliquer la preuve de la proposition 4.16, qui avait joué un
rble crucial dans le paragraphe précédent. En effet, il suffit de travailler avec IT[0]*"=°
a la place (pour passer a IT[2]*"=2, il suffit de tordre par un caractére convenable du
Borel). Le théoreme 4.23 fournit une identification

H[O]u+ =0 (Han/ )w* =0 (Han)zﬁu*:(u*)Z:O/n.

En utilisant le plongement 117 —fini — LP(Q;;,D;{(V))r fourni par la proposition 4.21,
on obtient une inclusion

(Han>“+”+:(”+) =0 c LP(Q;, (FZD;E{(V)/DL(V)V‘:O)F

~ LP(Q;,t 7' N3{(V)/DE(V)),
le dernier isomorphisme étant une conséquence de I’égalité
(2 D3((V)/Dg(V)*=2 =t INJ(V)/ D V),

qui se démontre en utilisant les expressions explicites de Nj(V)et D;“f( ) en fonction
de Dr(V) et sa filtration (¢f. la remarque ci-dessus). On obtient ainst un plongement

(Han)a+74+_(” 0 c LP(Q[,, 71N£f( )/Ddlf( >)

En utilisant encore une fois le théoréme 4.23, on obtient facilement le résultat voulu.
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