© Spartacus-Idh 2022

L
INVARIANTS, COHOMOLOGIE ET REPRESENTATIONS
FONCTORIELLES DES GROUPES ALGEBRIQUES

Cours Peccot, College de France

ANTOINE TouzE



www.spartacus-idh.com

Wod *YpT -snoelaeds mmm 2202 YpI-snoeldeds o


www.spartacus-idh.com

© Spartacus-Idh 2022

Bpartacus Supérieur
Collection Les cours Peccot
dirigée par PIERRE CARTIER

INVARIANTS, COHOMOLOGIE
ET REPRESENTATIONS
FONCTORIELLES DES
GROUPES ALGEBRIQUES

Cours Peccot, Collége de France

ANTOINE TOUZE

Mars—avril 2010

Spartacus

IDE


www.spartacus-idh.com

* *
ISBN : 978-2-36693-092-4
© Spartacus-idh, Paris 2022

www . spartacus-idh.com

© Spartacus-Idh 2022


www.spartacus-idh.com

© Spartacus-Idh 2022

AVANT-PROPOS

Ce livre contient les notes d’une série de quatre legons données au College de France
en mars—avril 2010, au titre du Cours Peccot.

Le cours traite des liens entre la théorie classique des invariants, la cohomologie des
groupes algébriques et la théorie des foncteurs strictement polynomiaux. Un des résultats
centraux du cours est la démonstration de la conjecture de W. van der Kallen, selon laquelle
la cohomologie des groupes algébriques réductifs définit des algebres de type fin.

Le cours a été en partie pensé comme une introduction au sujet, il en contient donc les
définitions et les exemples basiques. Il contient bien stir les résultats principaux et les idées
essentielles de leurs démonstrations, mais admet parfois certains détails techniques.

La théorie des foncteurs strictement polynomiaux a nettement progressé depuis I'année
2010. En particulier, les connexions esquissées dans le cours entre les calculs d’extensions
du chapitre 3 et les classes universelles du chapitre 6 se sont concrétisées quelques années
plus tard, par la démonstration d’une formule générale pour les calculs de cohomologie du
groupe linéaire impliquant la torsion de Frobenius [3, 32, 33]. Cette formule a ensuite été
généralisée aux autres groupes classiques [25, 34]. Quelques notes de bas de page ont été ajou-
tées au contenu originel du cours pour mentionner ces développements ultérieurs. Nous
renvoyons le lecteur a la partie d’exposition de larticle [34] pour un survol détaillé de ces
progres récents.
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PREFACE

Eric M. FRIEDLANDER

Following a very helpful introduction, Antoine Touzé offers the reader a remarkably
clear introduction to group schemes, representations, and cohomology. This provides the
background necessary to explain in detail the statement and proof of the very impressive the-
orem of Touzé and Wilberd van der Kallen about the G-invariants of cohomology algebras
H*(G,A). This theorem gives necessary and sufficient conditions for the G-invariants of
the cohomology algebra /7%(G, A) to be finitely generated for any affine group scheme G
and any finitely generated, rational G-algebra A over a field k.

The vector space of invariants of the action of a group G acting on a k-vector space
V is the subspace VG c Vv consisting of those vectors v € V with the property that
gov =wvforall g € G. The determination of such invariants is one of the oldest and most
studied problems in algebra. Of particular interest is the situation in which the vector space
V is the underlying additive structure of a commutative k-algebra A with the action of G
on A respecting the multiplicative structure of A. In the late 19th century, David Hilbert
revolutionized the study of invariants by showing in certain cases that if A is finitely gen-
erated then AC is finitely generated; in other words, if one can find finitely many elements
aj,...,a, €Asuch that every element of A can be written as a sum of products of these ele-
ments 4;, then there exist finitely many elements b,,..., by € AC C A such that such that
every element of AY can be written as a sum of products of the elements &;. Indeed, this
troubled many of Hilbert’s contemporaries for he proved an abstract property by abstract
means in great generality rather than explicitly working out more and more examples.

Hilbert’s 14th problem asked whether or not A% is finitely generated whenever A is fi-
nitely generated. The answer is “often yes, but not always”. If for a given G the answer
to Hilbert’s problem is affirmative (z.e., AC is finitely generated for an arbitrary finitely
generated A-module with rational G-action), then we say that G has the finite generation
property. Cohomology of groups enters the picture since A is the 0-th cohomology group,
HC(G,A), of G with coefficients in A. Scattered examples suggested to van der Kallen that
if H°(G, A) is finitely generated then so must be the entire cohomology algebra H*(G, A).

Not only did van der Kallen formulate the plausible conjecture that the finite genera-
tion property for a given group G implies the finite generation of H*(G,A) for all finitely

generated commutative G-algebras, he also provided a sketch of proof inspired by earlier
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work of Andrei Suslin and myself as well as a filtration introduced by Frank Grosshans. The
essential missing step in that sketch was a demonstration of required “universal cohomology
classes”. For several years, van der Kallen suggested to me that I try to construct such classes
using “strict polynomial functors”, generalizing my earlier work with Suslin. Following con-
sideration of bifunctor cohomology by Vincent Franjou (Touze’s PhD advisor) and myself,
Touzé did succeed in constructing these classes. Touze describes his construction in detail in
the final chapter of this text, a construction entailing great ingenuity and much complexity.

Following Touzé’s construction, Touzé and van der Kallen proved van der Kallen’s con-
jecture as formulated below in Theorem 5.7 in the text. The proofinvolves many techniques
and concepts from representation theory, homological algebra, and category theory, all of
which Touzé explains clearly. Thus, this text can serve as an introduction to group schemes
and their representations, Frobenius twists, and especially functor cohomology. The reader
will learn how remarkable computations of cohomology groups are enabled by functor co-
homology.

The mathematics described here has led Touzé and others to further computations in
algebra and algebraic topology. We look forward to many further applications to follow.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE DU
COURS

L'objectif de ce cours est de décrire des résultats récents sur la cohomologie d’un groupe
algébrique G a coefficients dans une représentation M. Ces méthodes mettent en jeu des
relations entre trois théories.

1. La théorie classique des invariants, développée aux XIX¢ et XX¢ siecles.
2. La cohomologie des groupes algébriques, introduite par Hochschild en 1961 [18].

3. Les représentations fonctorielles, dans 'approche initiée par Friedlander et Suslin en
1997 [13].

Dans la suite de ce chapitre d’introduction générale du cours, nous supposons pour sim-
plifier que k est un corps algébriquement clos. Les trois premiéres sections rappellent des
définitions basiques du sujet et des éléments du contexte historique et scientifique. La qua-
trieme section précise les problemes abordés dans le cours.

i) Les groupes linéaires algébriques et leurs re-
présentations

Si V et W sont deux espaces vectoriels de dimension finie sur k, une application P: V— W
est appelée polyndme si on peut trouver une' base (e, ..., e”). de V, une base (... ,fq) de
W, et des polynémes P i 1< 7 < g, an variables et i coefficients dans k, tels que pour tout

élément x = Z x;e; de Voona:
1<i<n

q
P(x)= ZP]-(xl,...,xn)f]- .

—{ Définition 1.1. |
Soit M,,(k) l'ensemble des matrices 7 X 7 2 coefficients dans k. On appelle groupe li-

néaire algébrique sur k tout sous-groupe G de M, (k) tel qu’il existe un polyndme
P: M, (k) — k7 tel que G = P~(0).

uoinpo.ajuj
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2 Introduction générale du cours chap.1 sec.1

Exemples 1.2. Les groupes de matrices suivants sont des groupes linéaires algébriques.

1. Les groupes classiques : groupes spéciaux linéaires SL, (]k), groupes symplectiques
Sp,,(k), groupes orthogonaux O,, (k). Ils sont naturellement définis comme lieu d’an-
nulation d’un polynéme.

2. Les groupes finis. Tout groupe fini peut se réaliser comme un groupe de matrices
n X n, avec n = card G. Comme tout sous-ensemble fini de M, (k) il peut alors
sécrire comme lieu d’annulation d’un polynéme.

3. Le groupe additif (k,+), qu'on interpréte comme ensemble des matrices 2 x 2 de

la forme :
1 A }
{ 0o 11> Aek.

4. Le groupe GL,,_,(k) n’est pas défini comme le lieu d’annulation d’un polynéme si
on y pense comme un groupe de matrices (7 — 1) X (# — 1). On peut toutefois le
voir comme un groupe linéaire algébrique si on P'interpréte comme 'ensemble des
matrices 72 X 7 de la forme :

{ M 0

0 detM } , MeGL,_ (k).

—{ Définition 1.3. |
Une application f/ : G — H entre deux groupes linéaires algébriques G C M, (k) et

H c M, (k) est dite réguliére si f estlarestriction d’un polynome P : M,, (k) — M, (k).

Rappelons qu’une représentation d’un groupe G est un espace vectoriel V' sur k, muni
d’uneaction - : G x V — V qui est linéaire (cest a dire que pourtout g € G, g-: V. — V
est une application k-linéaire). De maniére équivalente, une représentation de G est un
couple (V, py,) ot V est un espace vectoriel surk et oy, : G — GLy (V) est un morphisme
de groupes. Souvent on omet oy, et on note juste V. Une sous-représentation de V' est un
sous espace vectoriel stable sous I'action de G.

—{ Définition 1.4. |
Soit V' une représentation d’un groupe linéaire algébrique.

1. Supposonsdimy V < +o00. Ondit que V est une représentation rationnelle de G
si py, est une application réguliere.

2. Supposons dimy, V =+o00. On dit que V est une représentation rationnelle de G
s’il existe un ensemble de sous-représentations rationnelles V,, de dimensions finies

telles que V =, V.

Exemples 1.5. Soit G un sous-groupe linéaire algébrique de M, (k). Les représentations
suivantes sont des représentations rationnelles de G.

1. Lespace vectoriel k” munide l'action de g -v = g(v), C’est-a-dire de I'action donnée
P
par la multiplication matricielle.

2. Soit V une représentation rationnelle de G, et k[ V'] 'ensemble des polynomes

© Spartacus-Idh 2022
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chap.1 sec.2 La théorie classique des invariants 3

P :V — k. Alors G agit rationnellement sur k[ V'] par la formule
(g-P)v)=P(g" o).

3. Soit k[ G] l'ensemble des applications réguli¢res G — k. Alors G agit rationnelle-
ment sur k[ G] par la formule (g - £)(h) = f (g~ 'h).

La théorie classique des invariants

Soit A une k-algébre commutative de type fini. Soit G un groupe quelconque qui agit
sur A par automorphismes d’algebres (cest-a-dire pour tout g € G, g- : A — A est un
morphisme de k-algebres). On peut alors former la sous-algebre AC des points fixes de A
sous laction de G :

A°={acA|VgeGg-a=a}.

La théorie classique des invariants concerne Iétude des propriétés de Ialgebre A®. Lexemple
suivant donne une fagon tres élémentaire de construire une vaste gamme d’actions sur des
algebres commutatives de type fini, dont les algébres d’invariants peuvent étre difficiles a
étudier.
Exemple 1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action linéaire
de G. Les polyndmes V' — k forment une algebre commutative de type fini k[ V'], et lac-
tion de G sur k[ V'] définie par (g - P)(v) = P(g~"-v) est une action par automorphismes
d’algebres.

Nous n’avons pas pour I'instant imposé que G soit un groupe linéaire algébrique. Le
lemme suivant montre que les groupes linéaires algébriques apparaissent naturellement lors
de I¥étude des algebres d’invariants. On rappelle que les sous-ensembles de M, (k) qui s'ob-
tiennent comme lieu d’annulation de polynémes forment une topologie sur M, (k), dite
topologie de Zariski. Un exercice de topologie élémentaire montre que si / est un sous-
groupe de M, (k) contenu dans SL,(k), sa fermeture H pour la topologie de Zariski est
encore un groupe.

Lemme 1.7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et G un sous-groupe de
SL(V'). Alors G agit rationnellement sur k[ V] par automorphismes d’algébres, et on a

k[V]® =k[V]C.

Dans la suite, G désigne un groupe linéaire algébrique, agissant sur une algebre com-
mutative de type fini A. On cherche 2 étudier les générateurs de la k-algebre des invariants
AC. Une premiére question naturelle a se poser est de savoir s’il existe une famille finie de
générateurs. Ce n’est pas automatique, il est facile de produire des exemples d’algebres de
type fini ayant des sous-algebres qui ne sont pas de type fini.

Exemple 178'. Soit A = k[x,y] et soit B le sous-espace vectoriel de A engendré par les
mondmes x*y/, 1 21, 7 2 1. Alors B est une sous-algebre de A qui n’est pas de type fini.

Le théoréme suivant est 2 peu de choses pres le théoreme démontré par Hilberten 1890 [17],
et qui fit sensation a son époque autant par loriginalité des méthodes mises en oeuvre pour
sa démonstration que par la généralité de [énoncé.

=
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4 Introduction générale du cours chap.1 sec.2

Théoreme 1.9 (Hilbert). )

Soit A une C-algebre commutative de type fini, munie d’une action rationnelle de
SL, (C) par automorphismes d’algebres. Alors la C-algebre d’invariants A%+ (©) est de

type fini.

Le quatorzieme probléme de Hilbert (1900) s’intéresse a la généralisation du théo-
reme 1.9. Reste-t-il valable si SL,(C) est remplacé par un groupe linéaire algébrique
quelconque? Reste-t-il valable si le corps C est remplacé par un corps algébriquement clos
quelconque?

La réponse au quatorzieme probleme de Hilbert est négative. En 1958, M. Nagata a
construit [23] un contre-exemple qui fonctionne sur un corps quelconque. Plus précisé-
ment, il a construit une action rationnelle par automorphismes d’algébres du groupe additif
(k'3,+) sur la k-algebre de polyndmes k[ xy,. .., x;,] dont la k-algébre des invariants n’est
pas de type fini.

Le contre-exemple de Nagata n'est pas le point final de Ihistoire, car il reste des motiva-
tions importantes a établir des généralisations du théoreme 1.9. Ainsi la théorie géométrique
des invariants (GIT) développée par D. Mumford dans les années 1960 utilise les algebres
d’invariants (lorsqu’elles sont de type fini) pour construire certaines variétés quotients.

H Définition 1.10. |

On dit qu’un groupe linéaire algébrique G a la propriété d engendrement fini (EF) si
pour toute k—algébre commutative de type fini A, munie d’une action rationnelle de G
par automorphismes d’algebres, la ]k—algébre des invariants A est de type fini.

Par exemple, le théoréme 1.9 dit précisément que le groupe linéaire SL,(C) a la
propriété (EF). Suite aux travaux combinés de M. Nagata [24], W. J. Haboush [16] et
V. L. Popov [26], on sait exactement quels groupes linéaires algébriques ont la propriété

(EF).

Théoreme 1.11 (Nagata - Haboush - Popov).}

Soit G un groupe linéaire algébrique. Alors G possede la propriété (EF) si et seulement
si G est réductif.

Pour que cet énoncé ait un sens, il convient de préciser ce que ‘réductif” signifie. La notion
de groupe réductif provient des travaux de la fin des années 1950 sur la classification des
groupes linéaires algébriques (travaux de C. Chevalley et de A. Borel notamment). Notons
U, (k) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures strictes de M, (k) avec ‘1’ sur la
diagonale. C’est-a-dire que U, (k) est l'ensemble des matrices 7 X 7 de la forme :

1 = *
0 1

1 =
0 0 1

Ce groupe U, (k) est le prototype des groupes unipotents. Plus précisément, un groupe
linéaire algébrique G est dit unipotent s’il satisfait les conditions équivalentes suivantes.

1. Tous les éléments de G sont des matrices unipotentes.

© Spartacus-Idh 2022
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chap.1 sec.3 Des points fixes d la cohomologie 5

2. Legroupe G estisomorphe (en tant que groupe linéaire algébrique) a un sous-groupe

des matrices U, (k).

3. Lareprésentation triviale de dimension 1 est'unique représentation rationnelle simple

de G.

La notion de groupe réductif soppose 4 celle de groupe unipotent. Plus précisément,
tout groupe linéaire algébrique G contient un plus grand sous-groupe normal unipotent
connexe (pour la topologie de Zariski), son radical unipotent R ,(G). Un groupe linéaire
algébrique est dit 7éductif lorsque son radical unipotent est le groupe trivial. Les groupes

=
(=
=
o
e
=
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réductifs sur un corps algébriquement clos sont complétement classifiés.

Exemples 1.12. Les groupes linéaires algébriques suivants sont réductifs : les groupes

finis, GL, (k), SL, (k), O, (k), SO, (k), Sp. (k).

Le terme ‘réductif’ provient du fait que lorsque k est un corps de caractéristique
nulle, les représentations rationnelles des groupes réductifs peuvent toujours se décomposer
comme une somme directe de représentations irréductibles. Cette propriété de réductibilité
des représentations rationnelles est fausse lorsque la caractéristique de k est non nulle.

Des points fixes a la cohomologie

Le point de départ pour définir la cohomologie d’un groupe linéaire algébrique G est
un comportement ‘pathologique’ des points fixes.

Plus précisément, notons Rep G la catégorie dont les objets sont les représentations
rationnelles de G, et dont les morphismes sont les applications / : V' — W qui sont k-
linéaires et G-équivariantes (Cest-a-dire f(g-v) = g-f (v) pourtout g € Gettoutv € V).
On définit un foncteur de points fixes :

—%:Rep G — Vect,,
qui a chaque représentation de V associe l'espace vectoriel des points fixes :
Vi={veV|VgeGg-v=0},

et 2 chaque morphisme f : 'V — W associe sa restriction f : VG > WY En général, ce
foncteur des points fixes n'est pas exact a droite. Ceci signifie concretement qu’une applica-
tion surjective £ : V = W peut tout  fait se restreindre en une application f : V€ — W&
qui n’est pas surjective.

Exemple 1.13. Considérons le groupe G = (k,+), qu’on voit comme le groupe formé
des matrices 2 x 2 de la forme :
o 1]
01

Le groupe G agit sur kk? par multiplication matricielle. Notons également k"™ I'espace vec-
toriel k, muni de l'action triviale de G (c’est-a-dire g-v = v pourtout g € Gettoutv € k).
Enfin, notons (e,, €,) la base canonique de k. Alors on définit une application k-linéaire
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6 Introduction générale du cours chap.1 sec.3

G-équivariante surjective :

f5 ]kz — ]ktriv
Aey+pe, —  u

Mais on a (k?)¢ = ke,, (k"V)¢ =k et la restriction f : (k?)¢ — (k)Y est donc nulle
(donc non surjective).

La cohomologie est la notion qui permet de compenser le défaut d’exactitude 2 droite
du foncteur des point fixes. Cette notion fut introduite par G. Hochschild en 1961 [18],
on peut en donner la définition formelle suivante.

—{ Définition 1.14. |

Soit G un groupe linéaire algébrique. Pour 7 € N, le z-i¢me espace vectoriel de cohomolo-
gie de G A coefficients dans la représentation rationnelle V estl'espace vectoriel H* (G, V)
défini par

HY(G, V)= Ri(=)V) = Exthp o (K™, V).

Dans cette définition, les symboles R (—G) signifient le z-i¢eme foncteur dérivé a droite
du foncteur des points fixes. La notation Extﬁep G(]k"iv, V) fait référence aux espaces vec-
toriels d’extensions calculés dans la catégorie Rep G. Sans connaitre la théorie des foncteurs
dérivés ni celle des extensions, on peut se faire une petite idée de ce qu'est la cohomologie
a laide des propriétés suivantes.

1. Pour tout ¢ 2 0, la cohomologie définit un foncteur
H'(G,—):Rep G — Vect,, .

2. Pour toute représentation rationnelle V ona H(G, V)= V.

3. SiV estune somme directe de copies de la représentation k[ G ] définie al'exemple 1.5,

alors H'(G, V) =0 pour i > 0.

4. Pour toute application G-équivariante surjective / : V - W de noyau K, on a une
suite exacte longue d’espaces vectoriels (c’est-a-dire 'image de chaque morphisme est
égal au noyau du suivant, ¢ désignant l'inclusion de K dans V') :

0— H(G,K) 2% 106, v) 29D, 106, wy s Y (GLK) — -

Ces quatre propriétés constituent presque une caractérisation de la cohomologie : pour ob-
tenir une caractérisation il suffit de renforcer la derniére propriété en précisant que les suites
exactes longues dépendent fonctoriellement de /. Un fait non trivial qui permet de grande-
ment préciser le portrait de la cohomologie est le suivant : si V' est une représentation de
dimension finie et si G est réductif, alors pour tout z 2 0, : (G, V) est de dimension finie.

Il est d’usage de regrouper tous ensemble les espaces vectoriels de cohomologie. On uti-
lise la notation :

HYG,V)=PHG,V).

120
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chap.1 sec.4 Les problémes abordés dans le cours 7

Les problémes abordés dans le cours

L'objectif de ce cours est d’expliquer des avancées récentes sur Iétude de la cohomologie
des groupes linéaires algébriques. Le cours aborde deux problémes (qui sont bien entendu
reliés).

Le premier probleme est celui du calcul explicite de la cohomologie. La cohomologie
est une notion construite de fagon  satisfaire des bonnes propriétés abstraites (notamment
la propriété 4 de la section 3). Mais comme chaque médaille a son revers, la définition ne
permet pas un calcul facile des espaces vectoriels H' (G, V) pour une représentation V don-
née. En fait, il y a méme de nombreuses représentations V' élémentaires de dimension finie
pour lesquelles on est incapables de calculer les espaces vectoriels de cohomologie. Nous
expliquerons dans les chapitres 3 et 4 des méthodes pour obtenir certains calculs explicites
de cohomologie pour les groupes classiques GL,, (k), Sp, (k) ou O, (k), lorsque V' est une
‘représentation fonctorielle’. Ces méthodes ont été initialement introduites par A. Suslin
et E. M. Friedlander [13] dans le cas de GL, (k) et adaptées plus récemment aux autres
groupes classiques dans [30].

Le deuxieme probleme abordé dans le cours est celui de I'engendrement fini des
algebres de cohomologie. Ce probleme concerne une généralisation tres naturelle du théo-
réme 1.11 décrivant pour quels groupes linéaires algébriques on a toujours des algebres
d’invariants de type fini. Plus précisément, soit A est une algébre commutative de type fini,
sur laquelle G agit rationnellement par automorphismes d’algebres. Alors I'espace de coho-
mologie H*(G,A) est canoniquement muni d’une structure de k-algebre. Cette algebre
contient l’algebre des invariants A =H O(G,A) a la fois comme sous-algebre et comme
algebre quotient. Une question naturelle est donc de savoir si lalgebre H*(G, A) est de type
fini. Nous expliquerons dans la section 5 (une légere généralisation du) théoréme suivant,
initialement conjecturé par W. Van der Kallen, et finalement démontré dans [35].

Théoréme 1.15. )

Soit A une algebre commutative de type fini, munie d’une action du groupe linéaire al-

gébrique G. Si G ala propriété (EF), alors H*(G,A) est une algebre de type fini.
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CHAPITRE 2

LES SCHEMAS EN GROUPES ET LEUR
COHOMOLOGIE

La notion de groupe linéaire algébrique décrite dans I'introduction générale du cours
est insuffisante sur plusieurs points. Tout d’abord, elle ne fonctionne pas sur un corps de
base k quelconque. Surtout, méme si 'on ne s’intéresse quaux groupes algébriques linéaires
sur un corps k algébriquement clos, des objets de nature différente tels que les noyaux de
Frobenius de 'exemple 2.20 jouent un rdle central dans I'étude des représentations et de la
cohomologie. Pour toutes ces raisons, le bon cadre pour Iétude des représentations et de
la cohomologie est le cadre plus général des schémas en groupes algébriques affines (que
nous appellerons souvent dans la suite du cours ‘schémas en groupes’ pour abréger, voir la
convention 2.5).

L'objectif de ce chapitre est de rappeler les définitions et propriétés basiques relatives
aux schémas en groupes algébriques affines. On peut trouver tous de détails (notamment
les démonstrations) dans les livres [38] et [19]. Dans la suite du chapitre, on se fixe un corps
k quelconque. Tous les produits tensoriels non décorés sont des produits tensoriels sur k.

B) Schémas en groupes algébriques affines

Soit Algk la catégorie des ]k-alg‘ebres commutatives unitaires, et des morphismes de k-
algebres préservant 'unité. Soit Gp la catégorie des groupes et des morphismes de groupes.

—{ Définition 2.1. |

Un schéma en groupes algébrique affine sur k est un foncteur :
G:Alg, —Gp

représentable par une k-algebre de type fini. Un morphisme entre schémas en groupes
algébriques affines est un transformation naturelle. On note SGA A, la catégorie des sché-
mas en groupes algébriques affines sur k et de leurs morphismes.

3 U SeWayds
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10 Les schémas en groupes et leur cohomologie chap.2 sec.1

Rappelons qu’un foncteur de domaine Algy est dit représentable $'il existe une k-
algebre commutative B et un isomorphisme de foncteurs :

G(—)=~Hom,, (8,—).

D’apres le lemme de Yoneda, I'algebre B est uniquement déterminée 4 isomorphisme pres.
Dans le cas d’un schéma en groupes algébrique affine G, I'algebre qui le représente est appe-
lée algébre de coordonnées de G, et est notée k[ G ).

Exemple 2.2. Le foncteur GL, quia une k-algébre A commutative de type fini, associe
legroupe GL, (A) estun schéma en groupes algébrique affine. Il est représenté par Ialgebre :

K[GL,]=k[t,x; ;,1<i,j <n]/(tdetlx; ;]=1) .

Nous expliquons maintenant un deuxi¢me point de vue sur les schémas en groupes
algébriques affines. En général, si B est une algébre quelconque, le foncteur Hom Alg, (B,—)
est 2 valeurs dans les ensembles. Il faut une structure supplémentaire sur B pour pouvoir
définir une structure naturelle de groupe sur les ensembles de morphismes Hom (B,A).

— Définition 2.3. |

Une k-algébre de Hopf est une k-algtbre H, munie de morphismes de k-algebres
A : H — H ® H (la comultiplication), ¢ : H — k (la coiinité), y : H — H (l'anti-
pode), tels que :

1. Coassociativité : (Id;; ® A)o A =(AQ®1d,) 0 A.
2. Coneutralité : (Id;; ®€)o A=1Id,; = (e ® Id;) 0 A.
3. Antipodie: mo(y ®Id;)oA=noe=mo(Idy®y)o A.Ici, m est la multi-

plication de H et 7 : k — H le morphisme envoyant Asur /llH.

On note Hopf]k la catégorie des k-algebres de Hopf commutatives de type fini, et des
morphismes de k-algebres de Hopf (c’est-a-dire les morphismes de k-algebres commutant

avec A, €, y).

Si H est une algtbre de Hopf commutative de type fini, on peut munir
lensemble Homy), (H,A4) d’une structure de groupe, dont la multiplication est
f-g =myo(f ®g)o Ay, dont I'unité est le morphisme dalgebres 7, o €, I'in-
verse d’'un morphisme f* étant le morphisme f o . On obtient ainsi un schéma en groupes

algébrique affine :
Homy,,, (H,—):Alg, - Gp.

La proposition suivante est une application directe du lemme de Yoneda. Elle donne une
deuxiéme interprétation des schémas en groupes algébriques affines en termes d’algebres

de Hopf.
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chap.2 sec.2 Représentations et cohomologie 11

,—( Proposition 2.4. )

Le foncteur contravariant suivant est une anti-équivalence de catégories g

Hopf, — SGAA,,
H — Homy, (H,—)

% Convention 2.5. }

Comme les seuls schémas en groupes que nous considérerons sont algébriques et affines,
nous abrégerons souvent dans la suite du cours l'expression ‘schéma en groupes algé-

brique affine’ en ‘schéma en groupes’.

Représentations et cohomologie

On se fixe maintenant un schéma en groupes algébrique affine G sur k. Pour tout k-
espace vectoriel V, on note GLy, le foncteur

GL,: Alg, — Gp
A = GLy(A)=GL,(V®,A)

Ici GL,(V ®,, A) désigne les endomorphismes A-linéaires inversibles du A-module libre
V ®,.A.Si V estde dimension finie 72, on a un isomorphisme de foncteurs GL, ~ GL,, et
GL, est donc un schéma en groupes algébrique affine. Mais si V' est de dimension infinie,
GL,, n’est pas représentable.

—{ Définition 2.6. |
Une représentation de G est un couple (V,p), ou V est un ]k—espace vectoriel, et
p: G — GL,, est une transformation naturelle.

Comme cest 'usage en théorie des représentations, on oublie souvent de préciser o
dans la notation et on note simplement V' i la place de (V, p). Une représentation de G est
équivalente a la donnée d’une famille d’actions de groupes A-linéaires

GA X (Ve,A) — V@A

naturelles vis-3-vis de l'algebre A.

~{ Définition 2.7. |
Soient (V/, p) et (V’, o) deux représentations de G. Une application k-linéaire f : V — V”
est dite G-équivariante si pour toute k-algébre commutative de type fini A lapplication
f®ld, : V,A— V' ®,Aest G(A)-équivariante. On note Rep G la catégorie des

représentations de G et des applications k-linéaires G-équivariantes.

Comme on dispose du deuxi¢me point de vue des algebres de Hopf sur les schémas en
g

groupes, on dispose également d’un deuxi¢me pointsur leurs représentations. Notons k[ G]

la k-algebre de Hopf représentant G, A sa comultiplication, € sa cotinité, 7 : k — k[G]

son unité.

%]
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12 Les schémas en groupes et leur cohomologie chap.2 sec.2

—{ Définition 2.8. |
Un k[ G]-comodule est la donnée d’un espace vectoriel V, muni d’une application k-
linéaire Ay, : V — V @ k[ G] (la coaction) vérifiant les deux propriétés suivantes :

L. Coassociativité : (Idy ®A)o Ay, = (Ay, @Idy1) 0 Ay

2. Coneutralité : (Idy, ®¢)o Ay, =1d,,.
Si(V,Ay)et(W, Ay )sont deux k[ G ]-comodules, un morphisme de comodules est une
application k-linéaire / : V' — W telle que

(f ®ldygoAy =Ayof.

On note Comod — k[ G] la catégorie des k[ G ]-comodules et des morphismes de k[ G-

comodules.

Remarque 2.9. En inspectant la définition de comodule, on constate que la structure
d’algebre de k[ G] et son antipode ne jouent aucun réle. Cette notion peut donc étre gé-
néralisée A des cogebres quelconques, c’est-3-dire des triplets (C, A, €) formé d’un espace
vectoriel et de deux applications linéaires vérifiant les deux premiers axiomes de la défini-
tion 2.3.

Exemples 2.10.
1. Si Vestun ]k—espace vectoriel quelconque, on note V™" espace vectoriel V' muni

de la coaction triviale
Id
V=Vek—2veklG].
2. Le k[ G]-comodule régulier est le couple (k[ G], A).
3. Si(V,Ay)et (W,Ay,) sont des k[ G]-comodules, leur produit tensoriel V @ W
est un k[G]-comodule avec Ay gy, définie comme la composée suivante, ol
pr®f@weg)=vwefg:

VoW 2y o k[Gle Wek[G] L Ve W ek[G].

Soit V' un espace vectoriel. A lnide du Lemme de Yoneda, on peut faire correspondre

bijectivement les coactions Ay, sur V et les transformations naturelles G — GLy,, c’est-a-

dire lesactions de G sur V. De plus, une application linéaire f : V' — V"’ estun morphisme
de k[ G]-comodules si et seulement si c’est un morphisme G-équivariant pour les actions
correspondantes. On obtient alors énoncé suivant.

Proposition 2.11. )

On a une équivalence de catégories :

Comod—k[G]~RepG .

La proposition suivante nous assure que l'on peut travailler dans la catégorie Comod—k[ G]
(ou Rep G) de la méme fagon que dans la catégorie des modules sur un anneau.
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Proposition 2.12. J

La catégorie Comod —k[G] est une catégorie abélienne (cocomplete, avec colimites fil-
trantes exactes) qui posséde assez d’injectifs. Plus précisément, un cogénérateur injectif
est donné par les représentations de la forme Vi @ k[G], et tout k[ G]-comodule V/
se plonge dans Vuiv @ k[ G] via lapplication k-linéaire A,.

DPuisque la catégorie Comod—k[ G ] (ou Rep G) est abélienne avec assez d’injectifs, on
peut y calculer des Ext.

—| Définition 2.13. |

Le z-i¢me espace vectoriel de cohomologie d’un schéma en groupes algébrique affine G
a coeflicients dans V' est défini par

HY(G, V) =Exty,, o(k"", V) = EXtGomoq 111 (k™ V).

A premiere vue il peut paraitre bien restrictif de ne s’intéresser qu’aux espaces vectoriels
dextensions dont le premier argument est la représentation ketriv, Cependant si V et W
sont des représentations de G et dimy V' < 00, alors lespace vectoriel Homy (V, W) est
naturellement muni d’une action de G : I'action de G(A) sur

Homy (V,W)®A=Hom,(V ®,4, W ®,A)

étant donnée par la formule (g- f)(v®1,) = g+ f(g~'-(v®1,)). La proposition suivante
permet de relativiser cette premiére impression.

,—( Proposition 2.14.}
Soient V' et W deux représentations de G, avec V' de dimension finie. Siz 2 0, ona un
isomorphisme, naturelen V et W :

Extf{epG(V, W)~ H'(G,Homy (V,W)).

~/{ Définition 2.15. |

Despace vectoriel VG des points fixes d’une représentation V' sous I'action d’un schéma en

groupe G est défini par VC = H%(G, V).

Si l'on explicite la définition 2.15 4 l'aide du point de vue fonctoriel sur les schéma en
groupes on obtient :

V¢ = Homg,, 6(k™, V)
={veV|VAecAly, VYgeGA) g -(v®@1)=0v®1,}.

En particulier on a toujours une inclusion VG ¢ V&) mais cette inclusion peut trés bien
étre stricte, comme le montre I'exemple suivant.

%]
(o)
=
o
=
V)
7
o
=


www.spartacus-idh.com

=
]
(2]
<
=
@
4=
1%
7

14 Les schémas en groupes et leur cohomologie chap.2 sec.3

Exemple 2.16. Soitk = Fp, avec p premier. On considére I'action de GL,, sur ]Fp don-
née par le morphisme de groupe o = det? ! GL, — GL,. Alors
VOL.(F,) — F,, VoL, —0.

En effet laction de GL ,(IF p) est triviale, mais pas celle de GL (L) pour un corps L conte-
nant strictement If .

Exemples lorsque k est algébriquement clos

Supposons k algébriquement clos. Nous allons tout d’abord montrer que les schémas en
groupes sont une généralisation des groupes linéaires algébriques au sens naif du chapitre 1.
Notons GLA,, la catégorie des groupes linéaires algébriques et des morphismes de groupes ré-
guliers, selon les définitions de la section 1 du chapitre 1. Si G est un groupe linéaire algébrique,
on note k[ G ] I'algebre des fonctions régulieres f/ : G — k. Notons 72, 1, ¢ la multiplication de
G, l'unité de G et lopération d’inversion dans G. On définit trois morphismes d’algebres

A: kG] — kGxG]=k[G]®k[G]
o= fom ’
e: k[G] - k
foo= e
r: kG] — k[G]
foo= feu

Il est facile de voir que l'algebre k[ G, munie de ces trois morphismes, est une algebre de
Hopf. On dispose donc d’un foncteur :

~

=, GLA, — SGAA,
G — G=Hom,, (k[G],—) °

Proposition 2.17. J

Le foncteur — est pleinement fidele. Il induit une équivalence de catégories entre GLA)
et la sous-catégorie pleine des schémas en groupes algébriques affines dont les algebres de
coordonnées sont réduites (c’est-a-dire sans élément nilpotent).

Le foncteur — admet un rétracte. Plus précisément, si  est un schéma en groupes algé-
briques affines, alors le groupe H (k) est naturellement muni d’une structure de groupe
linéaire algébrique. L'évaluation sur k donne donc un foncteur (des ‘k-points’)

SGAA, — GLA,

Proposition 2.18. J

Si G est un groupe linéaire algébrique, on a un isomorphisme naturel de groupes linéaires

algébriques G ~ G(k).

© Spartacus-Idh 2022
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On peut maintenant s’intéresser aux représentations. Si G est un groupe linéaire algé-
brique, alors toute représentation V' de G fournit une représentation V' de G(]k) G (on
oublie simplement toutes les actions des groupes G(A pour A # k). On peut de plus mon-
trer que la représentation obtenue est une représentation rationnelle de G. Lévaluation sur
k induit donc un foncteur

Rep6—>RepG.

Proposition 2.19. }

Le foncteur RepG — Rep G est une équivalence de catégories. En particulier, la co-
homologie de G 4 coefficients dans V' comme définie dans la section 3 coincide avec la

cohomologie de G i coefficients dans V' comme définie dans la section 2 du chapitre 1.

Sur un corps algébriquement clos, les (représentations des) groupes linéaires al-
gébriques définis dans lintroduction du cours fournissent donc beaucoup d'exemples
concrets de (représentations des) schémas en groupes. Si k est un corps de caractéristique
non nulle, il existe des exemples plus exotiques de schémas en groupes.

Exemple 2.20. Supposons que k est un corps de caractéristique p > 0, et 2 1. Pour
toute k- -algebre de type fini A on pose

(GL,),(4) = {[4,1€GL,(A) |/, =8, },
L

GL,(A) 5 A)

[a,] — [4]

Le foncteur (GL,,), un schéma en groupes algébrique affine, représenté par :

= Ker

k[(GL,),]=K[GL,]/(x/ =4, )
Les exemples de ce type sappellent les noyaux de Frobenius des groupes linéaires algé-
briques, et jouent un role fondamental dans I‘étude des représentations et de la cohomologie
des groupes linéaires algébriques. Ils constituent cependant des objets tres différents. Par
exemple, contrairement i ce qui se passe avec les groupes linéaires algébriques, on perd beau-
coup d’information sur (GL,), en ne regardant que ses k-points (car (GL,), (k) est le
groupe trivial!).

L’exemple des groupes finis

On se fixe un groupe fini G, dont on note 72 la multiplication, 1 'unité et ¢ l'opération
d’inversion. Les représentations des groupes finis sont la méme chose que les kG-modules,
ott kG désigne l'algebre de groupe de G.

Notons k[ G] la k-algebre de dimension finie des applications f : G — k. On en fait
une algebre de Hopf'a laide de la comultiplication A(f) = f om (qui utilise I'identification
k[G x G]=k[G]®k[G]), de 'augmentation ¢(f) = f(1) et de 'antipode y (f) = f oe.

%]
a
=
o
=
V)
7
o
=


www.spartacus-idh.com

=
]
(2]
<
=
@
4=
1%
7

16 Les schémas en groupes et leur cohomologie chap.2 sec.5

On note G le schéma en groupes
G(—)=Homyy, (K[G],—).

Ce schéma en groupes est tel que G(k) ~ G. En particulier, toute représentation de G

donne une représentation du groupe fini G (en oubliant les actions des groupes G(A) pour
A # k, et on obtient ainsi un foncteur :

Rep/G\—>]kG—Mod.

Proposition 2.21. }
Ce foncteur est une équivalence de catégories.

En particulier, la cohomologie du schéma en groupes G 2 coefficients dans une représenta-
tion V coincide avec la cohomologie du groupe fini G 4 coefficients dans la représentation
V' au sens usuel [1].

Remarque 2.22 (Une confusion a éviter). Supposonsquek = [Fq est un corps fini.
Alors on a deux schémas en groupes distincts associés au groupe GL,, (ou a tout autre
groupe classique de matrices). D’une part le schéma en groupe GL,, de l'exemple 2.2, re-
présenté par la [ q—algébre de Hopf de dimension infinie [F p [GL,,]. Dautre part le schéma

en groupes GL,,(F, ) décrit dans la présente section, représenté par la I -algebre de Hopf
de dimension finie [F q[GLn (F q)]. Ce sont deux objets trés différents, bien qu’ils aient les
méme F_-points. Un célebre théoréme de Cline Parshall Scott et Van der Kallen [S] permet
toutefois de relier la cohomologie de ces deux objets, voir le chapitre 3.

Changement de base

Soitk C L une extension de corps. La restriction de l'action de L au sous-corps k induit
un foncteur

t: Alg, — Alg,
A - A

Si G : Alg, — Gp est un schéma en groupes algébrique affine, on note G; : Alg, — Gp
le foncteur composé G; = G o¢. La propriété universelle du produit tensoriel donne facile-
ment que le foncteur G, est représentable, d’algebre de coordonnées L[ G, | =k[G] ®, L.
La composition par ¢ induit donc un foncteur de changement de base

SGAA, — SGAA,
G — G, =Go¢ '

Le changement de base peut aussi sopérer au niveau des représentations. Plus précisément,
on a un foncteur :

RepG —  RepG,
fooo= fedd,

© Spartacus-Idh 2022
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La proposition suivante permet souvent de se ramener au cas d’un corps algébriquement
clos lorsque 'on étudie la cohomologie des schémas en groupes.

Proposition 2.23. }

Soit G un schéma en groupes algébrique affine sur k et V une représentation de G. Soit
k C L une extension de corps. On a un isomorphisme canonique

H'(G,V)®,L~H"(G,V®,.L).

[3 Les bonnes filtrations

Supposons pour simplifier que k est algébriquement clos, et soit G un groupe linéaire
algébrique sur k au sens de la définition 1.1. On suppose que G est connexe (au sens de la
topologie de Zariski) et réductif (cest-a-dire que le radical unipotent de G est trivial, voir
la section 2 du chapitre 1). Par exemple, G = GL,,, Sp,, ou SO,,. Une tentative naive pour
calculer la cohomologie de G 4 coefficients dans une représentation V serait la suivante. On
commence par trouver une résolution injective de V:

I'= P=l=T -

on applique le foncteur des points fixes, et on calcule 'homologie du complexe obtenu.
Dans la pratique cette approche ne fonctionne pas, car les injectifs sont des représentations
compliquées de dimension infinie. Les représentations possédant des bonnes filtrations
peuvent servir de substitut aux représentations injectives, car si W a une bonne filtration,
elle vérifie la propriété d’annulation cohomologique A (G,W) =0 pour ¢ > O, elles
peuvent donc remplacer les représentations injectives lorsque I'on cherche la résolution J°.
De plus, ces représentations sont dans la pratique plus facile & manier que les représenta-
tions injectives, on peut notamment en trouver beaucoup qui sont de dimension finie. Par
exemple la représentation adjointe gl de GL,, posseéde une bonne filtration. Les bonnes fil-
trations sont un outil technique essentiel pour de nombreux résultats abordés dans le cours.
Nous en donnons maintenant les principales définitions et propriétés.

Soit k un corps algébriquement clos, G un groupe linéaire algébrique sur k. On sup-
pose G connexe et réductif. On se fixe un tore maximal 7 C G. On note X (7T') le groupe
abélien des caractéres de 7', Cest 2 dire les morphismes de groupes A: T — k* = GL, (k).
On se fixe également un sous-groupe de Borel de G (c’est-a-dire un sous-groupe connexe ré-
soluble maximal de G) contenant 7', qu'on note B. On sait alors que I'inclusion ¢ : 7 — B
admet un rétracte 7 : B - T. Les morphismes ¢ et 7t induisent des isomorphismes de
groupes abéliens X (7') ~ X (B).

Exemple 2.24. Soit G = GL, (k). Alors on peut prendre pour 7" le sous-groupe des
matrices diagonales, et pour B le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures. Le
groupe des caracteres X (77) est isomorphe au groupe additif (Z”,+). Plus précisément
Pisomorphisme envoie A = (A,,...,4,) € Z” sur le morphisme de groupes 7 — k*,

A A
(e X)) = X7 X"

Soit V' une représentation rationnelle de G. En restreignant I'action a B on obtient une
représentation rationnelle de B. On obtient ainsi un foncteur de restriction :

Res$ :RepG — Rep B .

7
(o)
-
[¢*D)
=
IV
(7]
)
=
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Ce foncteur de restriction admet un adjoint 4 droite, le foncteur d’induction :
IndS : RepB — Rep G
p - Rep pL.

Plus précisément, considérons l'espace vectoriel Mor(G, V') des applications régulicres
G — V, muni de l'action telle que (g - £ )(h) = f(hg). Alorsla représentation Ind$ (V) est
la sous-représentation de Mor(G, V') des applications réguli¢res équivariantes sous action
de B, cest-a-dire qui vérifient f(bg) = b f(g) pour tout g € G et tout b € B.

Tout caractére A € X (T') définit une action de B sur k. On note k , la représentation
de B correspondante. On note

V/{ = Indg(ﬂg) .

Les caractéres pour lesquels la représentation V, est non nulle sappellent les poids do-
minants. Si V ; est non nul, alors V, sappelle la représentation costandard (de poids
dominant A). Les représentations costandard jouent un réle essentiel dans la théorie des re-
présentations de G. Cependant nous utiliserons surtout leurs propriétés cohomologiques,
A travers la notion de bonne filtration.

— Définition 2.25. |

Une bonne filtration d’une représentation rationnelle V' de G est une suite croissante de
sous-représentations

0=FVCcF'Vc--cF'Vc-.cV=JF'V

n=0

telle que pour tout 72 > 0, la représentation F”V /F"~'V est isomorphe 2 une somme
directe de représentations costandard.

Les deux propriétés essentielles des bonnes filtrations sont données dans le théoreme
suivant. Ce sont des résultats non triviaux. La premiére propriété est une conséquence
du théoreme de Kempf, un résultat de nature plus géométrique qui donne des résultats
d’annulation pour la cohomologie de certains fibrés en droites sur la variété G/B. Une dé-
monstration de la seconde propriété (dans presque tous les cas) est due a S. Donkin. Cest
une analyse cas par cas qui s'appuie sur la classification de groupes réductifs et qui occupe
un livre complet [7]. Une démonstration uniforme de la propriété a ensuite été obtenue par
O. Mathieu [21] .

r—( Théoreme 2.26.) \

Soient V, W deux représentations de G.

1. (annulation cohomologique) Si V' a une bonne filtration alors pour tout z > 0,
H'(G,V)=0.

2. (stabilité par produit tensoriel) Si V' et W ont des bonnes filtrations alors V @ W
a une bonne filtration.

On peut identifier explicitement d’apres leur définition un certain nombre de modules
costandard. Ceci permet 4 son tour de montrer que certaines représentations usuelles ont
une bonne filtration. Nous utiliserons 4 plusieurs reprises les résultats suivants.
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,—( Proposition 2.27.} N
Dans les cas suivants, la représentation $4(V) de G a une bonne filtration pour tout
entier d > 0.

1. Si G =GL, (k), etsi V est la représentation standard de GL (k) (c’est-a-dire l'es-

pace vectoriel k” muni de laction usuelle donnée par multiplication matricielle),
la représentation duale de la représentation standard, ou la représentation adjointe

gl,.
2. SiG=0,(k)ouSp,(k)et V estla représentation standard de G.

J

Il n’est pas nécessaire que k soit algébriquement clos pour la théorie des bonnes filtra-
tions. Nous n’avons utilisé cette hypothese que pour simplifier légérement(l) Iénoncé des
hypotheses sur G. Notons qu’il n’est pas nécessaire de développer la théorie des bonnes fil-
trations sur un corps guelconque pour obtenir des annulations cohomologiques. Comme
les représentations $%(V') sont définies sur un corps k quelconque, la proposition de
changement de base 2.23 assure que si I'on a annulation cohomologique sur un corps al-
gébriquement clos, on I'a en fait sur un corps quelconque.

/’E"\)

(1) Sur un corps quelconque, il faut supposer que G est un schéma en groupes lisse, connexe, ré-
ductif et déployé sur le corps premier pour disposer de la théorie des bonnes filtrations.

%]
(o)
=
o
=
V)
7
o
=
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CHAPITRE 3

CoHomoLocIE DE GL,, ET
REPRESENTATIONS FONCTORIELLES

Dans ce chapitre on se focalise sur la cohomologie du schéma en groupes GL,, sur un
corps k. Sik est un corps de caractéristique zéro, on sait depuis les travaux de I. Schur [27]
que GL,, est linéairement réductif : toute représentation se décompose comme une somme
directe de sous-représentations simples. Une conséquence immédiate en est qu’il n’y a pas
d’extensions non triviales entre représentations de GL,,. Ainsi, pour toute représentation
VonaH'(GL,,V)=0pouri > 0: lobjet détude est trivial.

Dans la suite, on se fixe donc un corps k de caractéristique p > 0. Lobjectif de la
section est de présenter la catégorie &, des foncteurs strictement polynomiaux introduite
dans [13] et d’expliquer comment elle permet de réaliser des calculs efficaces de cohomolo-
gie du groupe linéaire, en particulier pour les représentations faisant intervenir la torsion
de Frobenius. Nous commengons donc par donner quelques motivations pour s’intéres-
ser A ces représentations particuliéres (motivations qui sont en fait valables non seulement
pour GL, mais aussi pour O,, ou Sp,, et plus largement pour tous les schémas en groupes
réductifs lisses).

i) Motivations, le role de la torsion de Frobenius

On fixe un corps k de caractéristique p > 0. Soit V' = (V, p) une représentation de
GL,,. Pour tout r 2 0, on peut jouer sur le morphisme de Frobenius de k, pour définir
une nouvelle représentation ylr] qu'on dit tordue par le Frobenius. Plus précisément, on
dispose d’un morphisme de schémas en groupes

F7: GL,(4) — GLngA)
[ﬂi]‘] - [“5]

La représentation V] est définie par vl = (V,poF").Sir =0, on a une égalité
VI = V' mais en général la représentation V1’1 est non isomorphe 4 V. Comprendre
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la cohomologie de GL,, 4 coefficients dans des représentations ce type de représentation
apparait naturellement dans de nombreuses situations. Donnons-en trois exemples.

Tout d’abord, si V' est une représentation simple de GL,, alors pour tout 7, VIl est
également une représentation simple de GL,. S’intéresser a la cohomologie des représen-
tations simples implique donc de s’intéresser a la cohomologie de représentations tordues
par le Frobenius.

Les représentations tordues par le Frobenius apparaissent aussi naturellement dans
Iétude des relations entre la cohomologie du schéma en groupe GL,, et des groupes finis
GL,(F q). Plus précisément, supposons que k = b Toute représentation V' du schéma
en groupes GL, donne en particulier des représentations V' ®r, IF, des groupes GL,, (IF q)
pour tous les corps finis ;. On a donc un foncteur d’*évaluation :

evg, i RepGL, — F,GL,(F,)—Mod
|4 — V®Fqu

Remarquons quesig = p”, alors ce foncteur d’évaluation envoie toutes les représentations
V771 3 > 0sur la méme représentation V. En effet le morphisme F”7 est égal a I'identité
sur le groupe de matrices GL ,(F q). Comme le foncteur evy est exact, il induit un mor-
phisme de F gespaces vectoriels : !

Exthep ar, (VL W) @5 Fy = Exth o 6 )-od(V ®, Fps W ®s F,).

Ce morphisme ne peut pas étre un isomorphisme en général (voir par exemple
exemple 2.16). Un théoréme de Cline Parshall Scott et Van der Kallen [S] assure ce-
pendant que si V' et W sont des représentations de dimension finie, ce morphisme est
un isomorphisme si les entiers ¢ et 7 sont suffisamment grands par rapport 4 un borne
explicite dépendant du degré 7 et de constantes de structure des représentations V et W.
La cohomologie des représentations de GL,, tordues par le Frobenius donne donc acces
aux représentations des groupes finis GL ,(F q).

Une troisitme motivation est reliée aux algebres de cohomologie des schémas en
groupes réductifs, tels que GL,, SL,, O,, Sp,, ou les schémas en groupes finis (c’est-a-dire
représentés par une algebre de dimension finie). Les résultats d'engendrement fini démon-
trés dans [13] pour le cas des schémas en groupes finis, et dans [35] pour le cas général,
reposent tous sur des calculs explicites de certaines classes de cohomologie dans la cohomolo-
gie de GL,, a coefficients dans des représentations tordues par le Frobenius. Nous donnons
plus de détails sur ce point particulier au chapitre 5.

Nous donnons maintenant quelques résultats qualitatifs importants sur la cohomolo-
gie des représentations tordues par le Frobenius.

1. La torsion de Frobenius n’affecte pas les invariants. Plus précisément, v € V est un
invariant pour action de GL,, si et seulement si pour toute algebre commutative de
type fini A, I'élément v ® 1, est un invariant sous 'action de GL,,(A). En particulier,
v ® 1, est invariant sous I'action du sous-groupe constitué des matrices d’éléments
de la forme [af]-y ]- On adonc une inclusion :

H%GL,,V)c H%GL,, V).

On peut en fait montrer que cette inclusion est toujours une égalité.
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2. Plus généralement, on a pour tout ¢ 2 0 et tout 7 2 0 un morphisme de comparai-
son :

H'(GL,, V') - Hi(GL,, v+, (%)

Un résultat de Cline Parshall et Scott [4] affirme que cette application k-linéaire est
toujours injective. La torsion de Frobenius augmente donc la taille de la cohomologie.

3. Sik=TF , et V est de dimension finie, on sait de plus d’apres le résultat de Cline
Parshall Scott et Van der Kallen [S] mentionné ci-dessus que les applications ci-dessus
sont des isomorphismes si r est assez grand. La valeur limite est reliée 3 la cohomologie
des groupes finis GL ,(F q).

Ces résultats donnent une bonne idée qualitative de la mani¢re dontla torsion de Frobenius
interagit avec la cohomologie. Cependant, obtenir des calculs exacts de cohomologie pour
des représentation 2 coefficients tordus par le Frobenius est un probleme difficile. A titre
dexemple, soit gl,, la représentation adjointe de GL,, (c’est & dire I'espace vectoriel des ma-
trices 72 X 72, munie de I'action de conjugaison). On sait montrer depuis le début des années
1980 au moins (c’est une conséquence de la théorie des bonnes filtrations expliquée 2 la sec-
tion 6) que

. 0 siz>0,
H'(GL ,gl )= .

(GL,»gl,) {]k siz=0.
Lecaleulde H(GL,, gll")) = ExtﬁeP 1 (kLKL (sousla condition que 72 = p”) nalui
été obtenu qua la fin des années 1990 par Friedlander et Suslin [13], grice aux techniques
de foncteurs strictement polynomiaux.

Les foncteurs strictement polynomiaux

On se fixe un corps k de caractéristique p > 0. On note ¥, la catégorie des k-espaces vec-
toriels de dimension finie et des applications k-linéaires. On note $*(V) = @50 S*(V)

lalgebre symétrique sur un espace vectoriel V, et V¥V = Homy(V, k) le dual k-linéaire
de V.

Rappels sur les polyndomes

Nous commengons par rappeler la définition d’un polynéme. Si V, W sont deux
espaces vectoriels de dimension finie, un polynéme P : V. — W est un élément
de $*(VY) ® W. Le polynéme P est dit homogene de degré d si cest un élément de
SUVVY® W, etil est dit de degré d si cest la somme d’un polyndme homogene de degré d
non nul etd’un élémentde @), _,; S'(V¥)® W. Etant donnés deux polynémes P : U — V
et Q: V — W, on peut former leur composé Qo P : U — W alaide de la formule usuelle
de composition de polynémes. On peut également multiplier deux polynémes : le produit
tensoriel d’'un polynéme P; € $*(V,') ® W, et d’un polynéme P, € S*(V,’) ® W, donne
un polynéme

Py®P,eS (V)@ W, @S (V)@ W, ~ S ((V; x V,)) @ (W, @ W,).

Un autre point de vue sur les polyndmes, plus naturel et moins calculatoire, est le
suivant. Notons Ens la catégorie des ensembles. On associer 4 tout espace vectoriel V' de



www.spartacus-idh.com

24 Cohomologie de GL,, et représentations fonctorielles chap.3 sec.2

dimension finie un foncteur :

\74 Alg, — Ens
A - V@A

Un tel foncteur est représentable par Ialgébre $*(VY) car on a des isomorphismes naturels

(en Veten A):
Hom,y, ($*(V¥),A) ~Homy (VY,A)~V @, A.

Le lemme de Yoneda donne un isomorphisme naturel (ot le premier Hom désigne les trans-
formations naturelles entre les foncteurs)

Hom(VT, W)~ HomAlgk(S*(Wv), $*(VY)) ~Homy (WY, $*(V"))
~S(VHQW.

Ainsi, un polynéme P : V. — W s’interpréte comme une transformation naturelle
Pt vt > Wt eton peut vérifier que sous cette interprétation, P est homogene de de-
gré d si et seulement si pour toute algébre A commutative de type fini et touta € A ona
PH(v®a) = PT(v®1,)a?. On vérifie également que sous cette interprétation, la composée
usuelle des polynémes correspond  la composée des transformations naturelles. Enfin, le
produit tensoriel de deux polyndmes peut aussi étre décrit avec ce point de vue. Plus pré-
cisément, si V, V, sont deux espaces vectoriels de dimension finie, alors (V; X VZ)T est
canoniquement isomorphe au foncteur

V;r X “I/ZT : Alg — Ens ,
A — Vl®kAXV2®]kA

et 'application bilinéaire canonique 7w : V| x V, — V| ® V, induit une transformation
naturelle 7z : V' x V) — (V,® V)T qui envoie (v, ®4, v, ® b) sur lélément v, ® v, @ab.
On peut vérifier que le produit tensoriel de deux polynémes P, : V; — W et P, : V, = W,
est le polyndome P; ® P, correspondant 4 la transformation naturelle composée

. Pixp] ot
(V, x V) o~ VI x v 225wt w55 (W, @ W)

Remarque 3.1 (Polyn6mes et applications polynomiales). Notons 2%l la ca-
tégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension finie sur k, et dont les
morphismes sont les polynomes. Alors on a un foncteur d'oubli :

Pol, — Ens

qui envoie un espace vectoriel V' sur 'ensemble V' et un polynéme P : V' — W sur I'ap-
plication Pﬂz :V— W.Sikestun corps infini, ce foncteur est fidele, c’est-a-dire qulon ne
perd pas d’information en passant d’'un polynéme a I'application qu’il définit, et on peut
sans dommage traiter les polyndmes comme des applications entre espaces vectoriels. Ceci
devient faux sik = ]Fq. Par exemple les deux polynémes x,x? : F P F p définissent la

méme application.

© Spartacus-Idh 2022
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Foncteurs et morphismes de foncteurs

—{ Définition 3.2. |
Un foncteur strictement polynomial F estla donnée :

e pour tout espace vectoriel de dimension finie V/, d’un espace vectoriel de dimension
finie F(V'), qu’on notera souvent simplement F V' pour alléger les notations,

e pour toute paire (V, W) d'espaces vectoriels de dimension finie d’un polynéme
Fy w : Homy (V, W) — Hom, (F V, F W), vérifiant les formules suivantes pour
tout choixde U, V, W :

2. FV,W(f)OFU,V(g) = FU,W(fO g)
Le degré d’un foncteur strictement polynomial est défini par :

deg F =sup{degFy y |V,W € ¥ } € NU{+oo}.

Enfin, un foncteur F est dit homogéne de degré d si pour tout couple (V, W), Fy yy est
un polynéme homogene de degré d.

Dans la définition 3.2, la premitre formule concerne Iégalité de deux éléments de
Endy (F V). La deuxieme formule ne doit pas étre interprétée comme I'égalité de deux él¢-
ments de Homy (U, W), mais plutdt comme la condition plus forte de I'égalité de deux
polynomes en les variables f et g. Plus précisément, Fy, v (f) o Fy; /(g ) est une écriture
symbolique pour le polynéme ¢ o (Fy, v ® Fy; 1) ot ¢ est le polynéme de homogene de
degré 1 donné par lapplication linéaire de composition :

¢:Homy (FV,FW)® Hom (FU,FV)— Hom (FU,FW),

et Fyy w (f o g) désigne la composée Fy; 1, 0 b ot b désigne le polyndme homogene de degré
2 donné par lapplication de composition :

b :Hom (V, W) x Hom, (U, V) — Homy (U,W).

En vertu de la remarque 3.1, cette subtilité sur I'interprétation de la seconde formule peut
étre oubliée si k est un corps infini.

~{ Définition 3.3. |

Un morphisme de fonctenrs strictement polynomiaux @ : F — G estla donnée d’une fa-
mille d’application k-linéaires 6, : F(V') — G(V), telles que pour tout couple (V, W)

on ait une égalité de polynomes :

eWOFV,W(f): Gv,W(f)°9v °

On note &, la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux de degré fini, et des mor-
phismes de foncteurs strictement polynomiaux.
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Petit catalogue d’exemples

On définit le foncteur strictement polynomial de d-i¢me puissance symétrique S d qui
a un espace vectoriel V fait correspondre § d(V), et dont les polyndmes S{'} w sont définis
par les application naturelles :

Homy (V, W)®, A
Hom ,(V ®]!A, W ®, A) %, Hom ,(S4(V ®, A), S{(W ®, A))
Hom,, (S4(V) ®L A,SU(W)®, A)
homy ($¢ (V)l?d (W)@, A,

ol Sff désigne le foncteur de d-iéme puissance symétrique des A-modules libres de type fini
vers les A-modules libres de type fini. On vérifie facilement que § 4 est un foncteur stricte-
ment polynomial homogene de degré d.On peut facilement décliner cette construction.

Exemples 3.4. Onades foncteurs strictement polynomiaux Sd, A, Fd, ®4 homogenes
de degré d, qui envoient un espace vectoriel V' de dimension finie respectivement sur la
d-i¢me puissance symétrique ¢ (V'), la d-ieme puissance extérieure A(V), la d-iéme puis-
sance tensorielle V® et la d-i¢me puissance divisée T4(V) = (V®4)%4, ot & ; désigne le
groupe symétrique de cardinal d! qui agit en permutant les facteurs du produit tensoriel.

Fixons deux foncteurs strictement polynomiaux F et G. On dispose d’un certain
nombre dopérations qui permettent de construire des nouveaux foncteurs a partir de F

et G.
1. Le produit F x G associe  tout V 'espace vectoriel F(V) x G(V) et a tout couple
(V, W) le polynéme (F x Gy, défini comme la composée de polynomes

Hom]k( V, W)

A
i/ FywxGyw
Hom, (V, W)*? ———— Hom, (FV,FW) x Hom, (GV,GW)

[

Homy ((F x G)(V),(F x G)(W))

ou A et IT sont les polyndmes homogenes de degré 1 donnés par les applications li-
néaire A(f)=(f, f)etll(f,g)=f X g.

2. Le produit tensoriel F ® G associe 3 V' le produit tensoriel (V) ® G(V), et 2 tout
couple (V, W) le polyndme (F ® G)y, yy donné par la composée de polyndmes :

Homy (V, W)

|2

Hom, (V, W)*2 80

Homy (FV,FW)® Hom,(GV,GW)
I
Hom, (F® G)(V),(F® G)(W)).
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Si F et G sont homogenes de degrés respectifs d et e alors F ® G est homogene de
degré d +e.

3. Lacomposée I o G associe 3 V lespace vectoriel F(G(V)) et a tout couple (V, W)
le polynome (F o G)y, y, défini comme la composée :

(Fo G)V,W = FG(V),G(W) oGy y -
Si F et G sont homogenes de degrés respectifs d et e alors F o G est homogene de
degré de.

4. S0 :F — Gestun morphisme, alors le noyau ker @ associe A tout V le noyau
de 0y : F(V) = G(V), et les dont les polynomes (ker &)y, correspondent aux

applications naturelles
Hom,(V@, A, W®,A) — Homy(ker(d,)®, A, (kerfy)®, A) .
= 3 v,w(f )

On définit de maniere analogue I'image et le noyau d’un morphisme.

La proposition suivante est une vérification élémentaire (mais un peu longue) a partir des
constructions de produits noyaux, conoyaux, produits tensoriels données ci-dessus.

Proposition 3.5. J

La catégorie 2, est une catégorie abélienne k-linéaire. De plus, le produit tensoriel définit
un produit monoidal symétrique :

®:‘@kx‘@k_>‘@]k'

On dispose également d’une dualité sur la catégorie Z2,. Plus précisément si F est un
foncteur strictement polynomial, son dual F/ ! associe chaque V l'espace vectoriel F/( VV)V,
ot Y désigne la dualité des espaces vectoriels. Les polyndmes Fy, y sont définis par la com-
posée des polynémes (le premier et le dernier sont les polyndmes homogenes de degré 1
donnée par I'isomorphisme de dualité linéaire)

Homk( V, W)

\LZ Fyv yv
Hom (W, VV) ——— Hom, (F(W"), F(V"))

|~

Homy (F'V,FIW).

De plus, étant donné un morphisme 6 : F — G, la famille des (9&, = (0v)" définit un
morphisme de G vers FF. Comme cette opération de dualité est clairement involutive (tous
les espaces vectoriels sont de dimension finie), on obtient Inoncé suivant.

Proposition 3.6. }

La dualité définit une anti-équivalence de catégories :

ﬁ::@k—)yk.

On vérifie facilement a partir des définitions les isomorphismes suivants.
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‘ Exemples 3.7. Ona (Sd)ﬂ ~T4, (A”l)ji ~ A4, (®"1)Li ~ @<

Rappelons qu’une catégorie est dite k-linéaire lorsque ses ensembles de morphismes
sont munis de structure d’espace vectoriel et que la composition est bilinéaire. La structure
d’espace vectoriel est ici évidente : comme les QV dans la definition 3.3 sont des applications
linéaires, on peut en prendre des combinaisons linéaires. Le lemme suivant est un exemple
fondamental de calcul d’espace de morphismes.

Lemme 3.8. Pour tout d 2> 0, on a un isomorphisme de k-algebres :

H&@d ~ Endgz[&(®d) .

Démonstration. pour tout ¢ € S, on note : V& 5 V¥4 Papplication linéaire telle
p d oV pp
que b, y(v,®--®v,y) = Vpmir) ® **+ ® Uyi(g)- On vérifie que les applications 0, défi-
nissent un morphisme & : @ — ®<. l'application k-linéaire ¢ : k&, — End,, (®%) telle
P - pp d 2,
que ¢(0) = ¢, est clairement un morphisme de k-algebres. Il reste 2 montrer que ¢ est bijec-
tive. Soit (e, ...,¢;)la basz canonique de k9. Alors la famille des €)@ ®€,—1(4, 0 € S,
_— ® _—
estune famille libre dek? " . En d’autres termes, les ¢ .4 (e, ® - -®e, ) forment une famille libre.
Par conséquent, il ne peut pas y avoir de relation linéaire non triviale entre les 9250 et gﬁ estdoncin-
jective. Démontrons la surjectivité. Soit (e, ..., e,) la base cangnique dek”. Sil=(i,...,1y),
onnotee; =¢; ®---®e¢; et E, le sous-espace vectoriel de k%% de base les ¢ dansla & ;-orbite
dee,. Alors k"®? se décompose comme une somme directe de sous-espace du type E,. De lus,
1 p X ype Ly p
our tout / Papplication linéaire f; : k% — k” telle que f(e,) = e, induit un isomorphisme
P pp I q k i p
du sous-espace E(1 ) de k? surle sous-espace £;. La naturalité des morphismes de foncteurs
strictement polynomiaux implique donc que deux endomorphismes 0,6’ de ®? sont égauxsiet
seulement i leurs restrictions au sous-espace £, _; de (k?)®4 sont égales, donc si et seulement
siOa(e,® - ®e;) =0, ,(e,®:--®e,). Finalementsi § est un morphisme, un raisonnement de
naturalité du méme style, permet de montrer que .4 (¢, ®- - -®e, ) est une combinaison linéaire
des e 1y® - ®e, (4. Donc 6 est une combinaison linéaire (avec les mémes coefficients) des
(;50, ainsi (;5 est surjective. O

Nous finissons ce catalogue d’exemples par un exemple fondamental pour la suite : les
foncteurs de torsion de Frobenius /(). Fixons un entier » 3 0. Pour tout anneau commuta-
tif A de caractéristique p on aun morphisme de Frobenius F” : A — A qui éleve un élément
de Aalapuissance p”, eton note , A le groupe abélien A muni de sa structure de A—A bimo-
dule donnée par A-a- u = F7(A)a u. Pour tout A-module M considéré comme un module 2
droite, on dispose du A-module M ® , . A obtenu par extension des scalaires via F'” : A — A.
Le foncteur strictement polynomial / ") fait correspondre a tout V' lespace vectoriel

I(WV)=V e,k
et les polynomes J, ‘(; {V sont donnés par les applications

Homk(V, W) ®ﬂ( A

I . A
Homy,(V @, A, W ®, A) e Homy,(Ve®,A®, A W& AQ, ,A)
I
HOInA(V ®]k 7]1& ®]kA’ W ®]k ,]k ®kA)
Il

Hom, (IM(V),I")(W))®, A.
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On voit facilement que / (") est un foncteur strictement polynomial homogene de degré p”.
On peut aussi donner une description de / (") comme sous-foncteur de S?”. Plus précisé-
ment, pour tout V/, la propriété universelle d’extension des scalaires le long de ™ : k -k
permet de définir une application k-linéaire :

Oy,: Ve, k — SP(V) .
r®1 — P

On vérifie dapres les définitions que les 6, définissent un morphisme 6 : 1) — §?. De
plus, si V estun espace vectoriel de base (ey, ..., ¢,,) alorsla famille (e, ®1, ..., e,®1) estune
base de I(V) =V ®, ,k, et (el ,...,e} ) est une famille libre de $*" (V). On obtient

donc le lemme suivant.

Lemme 3.9. Lemorphisme & : 1) — §?" estun monomorphisme. Il induit un isomor-
phisme entre / (") et le sous-foncteur strictement polynomial de §7 ’ qui 4 tout V associe
le sous-espace vectoriel de S (V') des combinaisons linéaires de tenseurs symétriques du
typev? ,vE V.

Une autre vérification élémentaire trés utile est le lemme suivant.

| Lemme 3.10. Pour tout 7 > 0, on a un isomorphisme (1)) ~ 1),

Construction de représentations

Les foncteurs strictement polynomiaux peuvent étre interprétés comme des procédés
de construction de représentations. Plus précisément, soit (V, p) une représentation de di-
mension finie d’un schéma en groupe G. Alors pour tout foncteur strictement polynomial
F, la transformation naturelle entre foncteurs de domaine Alg; et de codomaine les mo-
noides :

End,(V ®, A) = Endy (V) ® A —5 End, (F(V)) ® A = End,(F(V) @, A)

se restreint en un morphisme de schémas en groupes GLy, AN GLF(V). Le couple
(F(V),Fyy o p) définit donc une représentation du schéma en groupes G. On vérifie fa-
cilement que tout morphisme ¢ : F — G induit un morphisme G équivariant entre les
représentations F(V') et G(V), et on obtient Iénoncé suivant.

Proposition 3.11. }

Pour toute représentation de dimension finie (V, o) du schéma en groupes G, I’évalua-
tion sur V induit un foncteur exact :
ev: P — RepG .
F — F(V)

Rappelons que I'un des objectifs de I'introduction des foncteurs strictement poly-
nomiaux est d’étudier les représentations tordues par le Frobenius (cf. la section 1 de ce
chapitre). Lexemple suivant montre 'importance des foncteurs de torsion de Frobenius
1),

Exemple 3.12. Si k” est la représentation standard de G = GL,,, alors pour tout
foncteur strictement polynomial F la représentation (F o I())(k") est isomorphe 4 la re-

présentation F(I”)[7].
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Décompositions selon le degré

Rappelons que si .o/ est une catégorie abélienne dont les colimites filtrantes sont
exactes, et si l'on dispose d’une famille de sous-catégories pleines .¢/; de .¢7, pourd € D, la
décomposition de la catégorie ./ comme produit de ses sous-catégories pleines <7, :

o =]
deD

est équivalente aux deux conditions suivantes.
(1) SiA estun objet de .o/ et B est un objet de .¢/, avec d # e alors Hom (4, B) = 0.
(2) Tout objet A de .o/ se décompose comme une somme directe d'objets A; de .o/, :

A=EPA,.

deD

Remarque 3.13 (Produits et sommes directes). On pourrait sattendre 4 une dé-
composition en produit d'objets A ; dansla condition (2). En fait, siles conditions (1) et (2)
sont satisfaites, cette somme directe est également un produit catégorique (la vérification
utilise que les colimites filtrantes sont exactes, ce implique que le morphisme canonique
des coproduits vers les produits est injectif). Le choix d’utiliser la somme directe dans la
formulation de (2) est justifié par le fait que les catégories que nous considérerons (Rep G
ou foncteurs strictement polynomiaux) sont équipées de foncteurs d’oubli vers les espaces

vectoriels qui préservent les sommes directes mais pas les produits infinis. En privilégiant
la notation avec les sommes directes, on rend donc transparent le passage entre opérations
usuelles sur les espaces vectoriels et opérations usuelles sur les représentations ou sur les
foncteurs.

De méme, .o/ se décompose en somme directe de sous-catégories pleines .e7; :

o =P,

deD

si et seulement si la condition (1) est vérifiée, ainsi qu’une version forte de la condition (2)
qui impose en plus que dans la décomposition en somme directe, sexl un nombre fini d ob-
Jets Ay sont non nuls. Un exemple classique de situation oti I'on a une décomposition est le
suivant.

Lemme 3.14. Soit C une cogebre, et Cy, d € D une famille de sous-cogebres de C.
On identifie Comod — C; 4 la sous catégorie pleine de Comod — C dont les objets sont
les comodules dont la coaction se restreint en Ay, : V. — V ® C,. On suppose que
C = cp C,. Alors on a une décomposition :

Comod—C = H Comod—Cj .
deD

Démonstration. La condition (1) est facilement vérifiée. Vérifions (2). Soit e, : C — kla
composée de de ¢ : C; — k avec la projection canonique ¢; : C — C,. Les axiomes des
cogebres montrent que (¢, ® €,) 0 A =38, €, 01 8, , vaut 1si e =d et O sinon. Notons 7,
la composée :

Idy ®¢,

Ay
V—-VeC—V.
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Onaalors Y, =1Id, 7 0m, =&, , 7 ;. Onadonc une décomposition V =P, V,;, o
V,=Imm et V; estun C;-comodule. O

Donnons deux exemples classiques d’application du lemme 3.14. Le premier est
Iexemple des représentations du schéma en groupe multiplicatif G,, = GL,. Une repré-
sentation V' de G, est appelée un espace de poids d € 7 si pour toute algebre A de type
fini, laction d’un scalaire A € G,,(A) sur V @y, A est la multiplication des vecteurs par le
scalaire A4, Notons Rep,; G,, la sous-catégorie pleine de Rep G, dont les objets sont les
représentations de G, de poids d.

Lemme 3.15. On a une décomposition de la catégorie Rep G, :

RepG,, = HRepd G,,.
dez

Démonstration. Le schéma en groupes G, est représenté par Ialgebre
(G, ]=Kk[x,y]/(xy =1) =k[x,x7"].

Lespace vectoriel k[ G,, ] a pour base les x?, d € Z. Notons k[ G, , ], la droite engendrée par x¢.
Comme la comultiplication est donnée par A(xd) =xi®x?, k[G,, ], est une sous-cogebre de
k[G,,]. On vérifie facilement que V est un espace de poids d sous'action de G, si et seulement
silacoaction V — V Qk[G,, | se restreint en une coaction V — V Qk[G ], Le lemme 3.15
découle donc du lemme 3.14. O

Plus généralement, une représentation de GL,, est homogéne de degré d € 7 si sa resp-

triction au sous-groupe G, des homothéties est un espace de poids d.On note Rep 4 GL,
la sous-catégorie pleine de Rep GL,, dont les objets sont les représentations de degré d.

Proposition 3.16. )

On a une décomposition de la catégorie Rep GL,, :

Rep GL, = [ [ Rep, GL,
de’

Démonstration. Posonsdegx;; = 1etdegt =—n. Alors algebre

K[GL,]=k[x;,

1<, j<d, t] /{detx, ]t =1)

est graduée par le degré. Notons k[ GL, ], le sous-espace des éléments homogenes de degré d.
Comme la comultiplication est donnée par A(x;;) = D7 <pe, X ® % et A() =t ® ¢, 0n
constate que les k[ GL, ], forment des sous-cogebres de k[ GL,, ]. Le lemme 3.14 donne donc
une décomposition

Comod—k[GL,]= HComod—]k[GLn]d . @)

dez

De plus le morphisme d’algebres de Hopf / : k[GL,] — k[G,, ] correspondant au morphisme
de schéma en groupes G,, < GL,, préserve les degrés. Donc V est un k[GL, ] ;-comodule si
et seulement si / le transforme en un k[G,, ],-comodule, c’est a dire en un espace de poids d
sous action de G,,,. Si on repasse au point de vue des actions de schémas en groupes, la décom-
position (1) donne donc exactement la décomposition de la proposition 3.16. O
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Remarque 3.17. Comme conséquence formelle de la proposition 3.16, les catégories
Rep,; GL,, possedent assez d’injectifs, et si V et W sont homogeénes d’un degré donné,
alors

Exti, o1, (Vs W) sidegV =d =degW,
Eth*iepGLn(V, W)= {OXtRepd GLn( ) sideg eg

sideg V # deg W.
La représentation triviale est homogene de degré 0. En particulier, si on note V; la com-

posante homogene de degré nul d’une représentation V/, I'inclusion V; C V induit un
isomorphisme :

H*(GL,,V,)~H*(GL,,V).

Passons maintenant aux foncteurs strictement polynomiaux. Si /' est un foncteur stric-
tement polynomial, alors en Iévaluant sur la représentation standard k” (c’est a dire Iespace
k” muni de laction usuelle de GL,, par multiplication matricielle) on obtient une repré-
sentation F(k”) de GL,,. Le lemme suivant suit facilement de la définition de polynoéme
homogene de degré d.

Lemme 3.18. Un foncteur strictement polynomial F est homogene de degré d si et seule-
ment si pour tout 72 2> 1, F(k”) est une représentation de GL,, de degré d.

On note &, . la sous-catégorie pleine de &, dont les objets sont les foncteurs stricte-
ment polynomiaux homogenes de degré d.

Proposition 3.19. J

On a une décomposition de la catégorie 2, :

'@k:@gd,]k'

d>0

Démonstration. Vérifionsla condition (1). Si 8 : F — G est un morphisme entre deux fonc-
teurs homogenes de degrés distincts alors pour tout 72, 0, : F(k™) — G(k”) est un morphisme
équivariant entre deux représentations de G, de poids distincts, donc ¢, = 0. Vérifions (2). Si
F est un foncteur strictement polynomial, alors pour tout V/, espace vectoriel F V' se décom-
pose en sous-espaces de poids sous action du schéma en groupes G, des homothéties

FV=EFv,.
deN
De plussi f € Homy (V, W)alors lapplication k-linéaire F', v (f ®a1d,): FV®,A — FW®, A
est G, ,(A)-équivariante, car pour tout A € G, (A),

(Aldyg)o(f ®ald))=(f ®ald,)o(Aldyg,).

En particulier, Fy, y (f ® a1d,) se restreint en des applications FV,; ®, A — FW, ®, A. On
note F v, v : Homy (V, W) — Hom, (F V, F W) le polynme correspondant aux applications
suivantes :
Hom, (V,W)®, A — Hom,(FV,Q,AFW,®,A)
f®a — Fyw(f ®aldy)

Alors la donnée des espaces vectoriels F' V), et des polynémes F), ,, y, définit un foncteur stricte-
ment polynomial F;, homogene de degré d. On vérifie ensuite facilement que F = a0 Fa-
Comme F estde degré borné, ona F, = 0 pour d > deg F, donc lasomme directe est finie. []
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Remarque 3.20. Nous verrons par la suite que les catégories &, | (donc &) possedent
assez de projectifs et d’injectifs. On peut donc y calculer des Ext de la maniere usuelle. Une
conséquence formelle de la décomposition en somme directe de &, est que si F et G sont
homogenes, alors

Ext;, (F, G) Ext}, (F,G) sidegF =d =degG,
X ,G)= !
2 0 sidegF # degG.

Extensions de foncteurs et cohomologie de GL

Notons k” la représentation standard de GL,, c’est-d-dire dont le morphisme o est
l'identité de GL,,, ou de maniére équivalente pour toute k-algébre commutative de type
fini A, GL,,(A) agit sur k” ®, A = A” de la fagon usuelle (par la multiplication matricielle).

Comme nous l'avons vu dans la section 2.4 évaluation d’un foncteur strictement
polynomial sur k” définit une représentation F(k”) de GL,. A partir de deux fonc-
teurs strictement polynomiaux F et G, on peut donc calculer deux types de quantités
cohomologiques, les espaces vectoriels Extg’% (F,G) d’une part, et les espaces vectoriels
Extf(ep oL, (F(k"),G(k")), n > 1 dautre part. Comme le foncteur dévaluation sur k” est
exact (voir la proposition 3.11), il induit des morphismes de comparaison :

Extly (F, G) — Exth, 1, (F("), G(K")) . )

L'objectif de cette section 3 est de d’expliquer le contenu du théoreme suivant, di a
Friedlander et Suslin [13].

Théoreme 3.21 (Friedlander et Suslin). }

Sin 2 degF oun > deg G, alors pour tout z 2> 0 le morphisme de comparaison () est
un isomorphisme.

Le schéma de la démonstration du théoreme 3.21 est le suivant. En vertu des décompo-
sitions des foncteurs et des représentations selon le degré, comme expliqué 4 la section 2.5,
on peut se restreindre 2 démontrer le théoréme 3.21 dans le cas ou F et G sont homogenes
de méme degré d. La démonstration du théoréme 3.21 peut se décomposer en deux par-
ties. En effet, 'évaluation d’un foncteur strictement polynomial homogene de degré d ne
construit pas n’importe quel type de représentation de GL,, : ce procédé construit des re-
présentations polynomiales homogenes de degré d. En notant Pol; GL, la sous-catégorie
pleine de Rep GL,, dont les objets sont les représentations polynomiales homogenes de de-
gré d, on a donc un diagramme commutatif :

‘@d,]k ) Rep GLn .

X%

POld GLn
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Pour démontrer le théoreme 3.21, il suffit alors de montrer que le foncteur d*évaluation ev et
le foncteur d’inclusion incl induisent tous les deux des isomorphismes au niveau des Ext*.
Ce sera toujours vrai pour le foncteur incl, d’apres le théoreme 3.29. Ce sera vrai pour le
foncteur ev lorsque 7 = d, d’apres le théoreme 3.33.

Un point central de la démonstration des théorémes 3.29 et 3.33 est la description des
représentations polynomiales homogenes de degré d de GL,, en termes de modules sur les
algebres de Schur S(7,d). Ces algebres sont des objets classiques de la théorie des représen-
tations, introduites par I. Schur vers 1900 en caractéristique nulle, et dont les versions de
caractéristique p > 0 ont été étudiées dans les années 1980 notamment par J. A. Green
(voir la monographie [14]) et S. Donkin.

La suite de la section donne des détails sur les représentations polynomiales, les algebres
de Schur et les propriétés des foncteurs ev et incl.

Le schéma en monoides des matrices carrées
Notons Mon la catégorie des monoides et des morphismes de monoides. Le foncteur

M,: Alg — Mon
A = M4

est un schéma en monoides (algébrique affine), c’est & dire qu’il est représentable. Plus pré-
cisément, il est représenté par la k-algebre

K[M,]=k[x;, 1<i,j<n].

Les schémas en monoides se traitent comme les schémas en groupes. En particulier, la struc-
ture de monoide sur les matrices carrées correspond 2 une structure de bigebre sur k[, ],
c’est 2 dire 2 la donnée de deux morphismes de k-algebres

A:k[M,)] —>]k[Mn]®2 , e:k[M,]-k,

vérifiant les axiomes de coassociativité et de coneutralité de la définition 2.3. Plus préci-
sément, les morphismes A et € sont donnés par les formules (ot S i,j est le symbole de
Kronecker, qui vaut 1si 2 = j et 0 sinon)

Alx;;) = in/e ®xp, €(x;)=3;;.
k=1

Les représentations des schémas en monoides se traitent comme celles des schémas en
groupes. Une représentation de M, est donc ladonnée d’un ]k—espace vectoriel V munid’un
morphisme de monoides o : M, — End,,. De manitre équivalente, V' est muni d’actions

Mn(A) xVe,A-Ve.A,

naturelles en A, pour toute ]k—algébre de type fini A. On peut également la définir comme un
comodule sur la bigebre k[ M, ] (voir la définition 2.8 et la remarque 2.9). Sik est algébrique-
ment clos, a 'instar du cas des groupes linéaires algébriques (proposition 2.19), Iévaluation
sur k induit une équivalence de catégories :

RepM, ~Rep M, (k),
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ott Rep M, (k) désigne la catégorie des représentations du monoide M, (k) dont le mor-
phisme o : M, (k) — End, (V) est un polynéme (si dimy, V' < 00) ou qui peuvent sécrire
comme réunion de sous-représentations de ce type (si dim;, V = o0).

Représentations polynomiales de GL,

Pour introduire la notion de représentation polynomiale, nous considérons d’abord le
cas concret ot k = k est algébriquement clos. Les représentations de GL,, s’identifient alors
aux représentations rationnelles du groupe linéaire algébrique GL,, (k), au sens de la défini-
tion 1.4. Rappelons que I'on voit GL, (k) comme le sous-groupe de M, ; (k) des matrices
de la forme :

{ M 0

5 detM}, MeGL, (k).

Une représentation rationnelle de dimension finie de GL (k) est donc un espace vecto-
riel k7, muni d’une action p : GL,(k) — M q(]k) qui est la restriction d’un polynéme
P M, +1(]k) - M q(]k). De mani¢re équivalente, on peut trouver des polynémes
3 n? variables Py, et des entiers @y, positifs tels que les applications coordonnées

pre + GL, (k) — k de p envoient les matrices [4; ;] sur le scalaire :

Pyy(a.;
ere[a;;]) = M :

On dit que la représentation est polynomiale (homogene de degré d) si les applications co-
ordonnées o, sont toutes des polynémes i 722 variables (homogenes de degré d).

Lemme 3.22. Une représentation rationnelle de dimension finie g de GL,, (k) est poly-
nomiale si et seulement si Iaction de GL (k) peut s¥tendre en une action de M, (k) dont

le morphisme d’action M,, (k) — M, (k) est un polynome.

Démonstration. En effet la représentation est (V,p) est polynomiale si et seulement
si le morphisme de monoides p : GL,(k) — M, (k) est la restriction d’un polynome
P M, (k) — M, (k). Mais un tel polynome tel P est nécessairement un morphisme de mo-
noides. En effet sa restriction 3 GL (k) est un morphisme de monoides, et GL, (k) est dense
dans M, (k) pour la topologie de Zariski. Par un argument de densité, les axiomes des mor-
phismes de monoides sont donc automatiquement satisfaits par P. O

Le lemme 3.22 nous fournit une maniere de définir la notion de représentation polynomiale
sur un corps quelconque. En restreignant une représentation de A, 4 GL,,, on obtient un
foncteur :

t:RepM, —=RepGL,, .

—{ Définition 3.23. |

Notons Pol GL,, la catégorie image du foncteur ¢. Une représentation de GL,, est dite
polynomiale si cest un objet de Pol GL,,, clest-a-dire si c’est la restriction & GL,, d’une
représentation de M,
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Lemme 3.24. Le foncteur ¢ est pleinement fidele, et induit donc une équivalence de ca-

tégories Rep M, ~Pol GL,,.

Démonstration. Notons ¢ : k[M, ] < k[GL,] le morphisme de bigebres correspondant
a linclusion GL,, C M,, (ce morphisme envoie chaque x;; € k[M, ] sur x;; € k[GL,]). En
termes de comodules, le foncteur (x) s¥crit :

Comod—k[M,] — Comod—k[GL,]
(V,Ay) — (V,(dy®$)oAy)

Comme ¢ est injectif, une application k-linéaire / : V' — W est un morphisme de k[, ]-
comodules si et seulement si c’est un morphisme des k[ GL,, ]-comodules correspondant, ainsi ¢
est pleinement fidele. O

Représentations polynomiales et algébres de Schur

Une représentation polynomiale V' est dite homagene de degré d si la restriction au
groupe G, des homothéties est un espace de poids d. De maniére équivalente, V' est une re-
présentation de GL,, de degré d, qui est polynomiale. On note Pol; GL,, la sous-catégorie
pleine de Pol GL, dont les objets sont des représentations polynomiales homogenes de de-
gré d.

Le schéma en monoides M, est représenté par une algebre de polynémes k[, ], qui
est graduée par le degré. Notons k[ M), ] ; le sous-espace vectoriel des polyndmes homogenes
de degré d. On constate que k[ M), ] ; est une sous-cogebre de k[ 41,, ]. En répétant le raison-
nement de la démonstration de la proposition 3.16 on obtient le résultat suivant.

,—( Proposition 3.25. )

On a une décomposition de la catégorie Pol GL,, :

Pol GL, = [ Pol, GL,, .
deN

De plus, on a des équivalences de catégories :

Pol; GL, ~Comod—k[M, ], .

Si C estune ]k-cogébre de dimension finie, alors son dual k-linéaire C" est une algebre
de dimension finie. De plus si V' est un C-comodule, le morphisme d’adjonction

Hom, (V,V ® C)~Hom,(C'® V,V)

fait correspondre au morphisme de coaction A, un morphisme k-linéaire C YV -V
qui fait de V' un module sur C V. On vérifie de plus que toute application k-linéaire
f +V — W est un morphisme de C-comodules si et seulement si c’est un morphisme
des CV-modules correspondant. On a donc une équivalence de catégories

CY—Mod ~Comod—C .

On peut appliquer ce principe 2 la cogebre k[, ] ;. L'algebre duale de la cogebre k[ M, ],
est appelée algebre de Schur, et notée S(n,d).
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Proposition 3.26. )

On a une équivalence de catégories :

Pol; GL, ~ S(n,d)—Mod.

On peut donner une description explicite de Ialgebre S(72,d) de la fagon suivante. Posons
E =M, (k) = End, (k”)", ot ¥ désigne la dualité des espaces vectoriels. Alors les puis-
sances symétriques S?(E) sont les coinvariants de £®¢ sous Iaction 2 gauche du groupe
S, qui agit par permutation des facteurs. On a donc un isomorphisme k-linéaire :

S(n,d)~ ((E®d)6d)v .

La propriété universelle des coinvariants donne ensuite un isomorphisme (ot1 k™" est le
k-espace vectoriel k muni de action triviale de & ;) :

Homk((E‘gd)Gd k) ~Hom,g (E® k).

Posons ensuite V' = k”. Alors on a un isomorphisme k-linéaire £ ~ V ® V'V, dot lon
déduit un isomorphisme de k& ;-modules :

E@d ~ V®d ®(V®d)v

ot I'action 4 gauche de & sur le terme du milieu est donnée par permutation simultanée
des facteurs des deux espaces vectoriels yed, ‘adjonction entre produit tensoriel et Hom
donne donc un isomorphisme :

Homyg_ (E® k)~ Homyg ( ved yedy,

En suivant la description de la multiplication de S(7,d) 2 travers ces isomorphismes, on
obtient alors le résultat suivant.

,—( Proposition 3.27.}
Lalgebre de Schur S(72,d) est isomorphe i lalgebre des endomorphismes & -

équivariants End, g ((]k" )®d) (dont la multiplication est donnée par la composition).

Exemple 3.28. Soit k” la représentation standard de GL, . Alors GL,, agit sur (k”)®¢.
Plus précisément si on utilise isomorphisme naturel (k)" ®¢ ®, A ~ (A")®4¢, alors Pac-

tion de GL ,(A) sur (A" )®Ad est donnée par

g (v, ® - ®v,)=g(v)® - ®g(v,).

Clest clairement une représentation polynomiale de degré d de GL,, (on peut l'étendre
en une action de M, et un scalaire agit via sa puissance d-iéme sur le produit tenso-
riel). L'action correspondante de §(,d) = End,g ((")®?) sur (I”)®? est donnée par

fro=1()
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Théoréeme 3.29. }

Si Vet W sont deux représentations polynomiales homogenes de degré d, alors on a un
isomorphisme :

Extpy), a1, (Vs W) > Extge gr, (Vs W).

Démonstration. CommePol; GL, est une sous-catégorie pleine de Rep GL ,, onal’isomor-
phisme en degré O (car Ext® = Hom). Par un argument standard d’algébre homologique (on
prend des résolutions projective de V' et injective de W), pour prouver I'isomorphisme en degré
1 > 0, il suffit de vérifier que si P est une représentation polynomiale projective et si / est une
représentation polynomiale injective alors :

H'(GL,,, Homy(P,])) ~ Exty, ¢ (P,J)=0 pouri>0.

On peut se restreindre 4 considérer un générateur projectif P et un générateur injectif /. Un
générateur projectif est donné par le S(72,d )-module 2 gauche S(12,d) = I'*(Hom, (k”,k")).
Si Vi,..., V, sont des représentations de GL,, alors on a un isomorphisme de représentations,
ott la somme est prise sur tous les 7z-uplets A = (A,,..., A, ) d'entiers positifs de somme d :

r(Vie--eV,)~@r(v,)e eI (V,).
A

On peut donc décomposer le générateur projectif comme une somme directe de représentations
delaforme T*(I”). Comme pour toute catégorie de modules sur une algébre de dimension finie,
un cogénérateur injectif est donné par le module Homy (§(7,d), k) (ot1 $(72, d ) est ici considéré
comme un module 2 droite), qui est isomorphe au module $¢((k”)®") (la d-iéme puissances
symétrique de la somme directe de 7 copies de la représentation standard de GL,). On peut
décomposer ce cogénérateur injectif comme la somme directe de représentations de la forme
S#(k"). En conclusion, il suffit de démontrer Pannulation cohomologique pour P =T*(k") et
J = 8#(k") avec A et u des d-uplets dentiers positifs.

Mais la représentation Homy, (P,]) = $A((k”)¥)® S* (k") posséde une bonne filtration d’apres

la proposition 2.27 et le théoréme 2.26. On a donc 'annulation cohomologique désirée. O

Des foncteurs aux algébres de Schur

—{ Définition 3.30. |

La catégorie de Schur Fd“f/]k est la catégorie dont les objets sont les k-espaces vectoriels de
dimension finie, dont les ensembles de morphismes sont

Homyuy, (V, W)= Hom,g (V®, W2),

c’est-a-dire l'espace vectoriel des applications k-linéaires équivariantes pour laction de &
donnée par permutation des facteurs des produits tensoriels, et dont la composition est

donnée par la composition des morphismes & ;-équivariants.

Rappelons que ¥}, désigne la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie et que
rd(V) désigne la d-ieme puissance divisée d’un espace vectoriel V, c’est a dire les invariants
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de V® sous action du groupe symétrique & ;. La notation rd"l/]k est justifiée par les iso-
morphismes k-linéaires :

Homyy, (V, W) ~ Hom, (V®4, W®)Si ~ (Hom, (V, W)®¢)
~T%(Homy (V, W)).

Le nom de ‘catégorie de Schur’ (suggéré par W. van der Kallen) est quant 2 lui justifié par
l'observation que pour tout objet k” on a un isomorphisme d’algebres :

Endpay, (k") =~ $(n,d).

Rappelons qu’une catégorie 6 est dite k-linéaire si ses ensembles de morphismes
sont munis d’une structure de k-espaces vectoriels et si la composition est k-bilinéaire. Par
exemple, les catégories Fd”f/]k et ¥ sont k-linéaires. Si 6 et Z sont deux catégories k-
linéaires, un foncteur F : 6 — 9 est dit k-linéaire s’il vérifie :

F(Af 4+ ug)=AF(f)+ uF(g)

pour toute paire de morphismes (f, g) de méme source et de méme but et toute paire de
scalaires (A, ). on note Fety (6, Z) la catégorie dont les objets sont les foncteurs k-linéaires
de domaine 6 et codomaine 9 et dont les morphismes sont les transformations naturelles.

Proposition 3.31. )

Pour tout d = 0, on a une équivalence de catégories :

Pyp = Fey (TU, N

Démonstration (esquisse). Pour tout espace vectoriel /4 on a un isomorphisme
I“(HY) ~ S%(H)" naturel en H. Ainsi pour tout tout foncteur strictement polynomial
F homogene de degré d, les polyndmes

Fy v € $*(Homy(V,W)") ® Homy (FV,F W)
s'interprétent comme des applications k-linéaires
Fyy : T4 (Hom,(V, W)) — Hom, (FV,FW).

On vérifie ensuite que sous cette interprétation les axiomes de la définition 3.2 se traduisent
comme le fait que F est un foncteur k-linéaire de 4 ¥, vers ¥, et que les morphismes au sens de
la définition 3.3 correspondent aux transformations naturelles entre foncteurs k-linéaires.  [J

On note %Y le foncteur strictement polynomial homogene de degré d obtenu comme
composition :
14V (=) =T% o Homy(V,—).

On adonc T4Y(W) =T%(Hom, (V, W)) = Homp, 4, (V, W). Pour tout uplet dentiers
positifs A = (A,,...,A;) tels que > ;< A; = d on note également I'* le foncteur stricte-
ment polynomial homogene de degré d obtenu comme produit tensoriel :

M=T"®...QT*.
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Corollaire 3.32. Soit d > 0. On a les propriétés suivantes.

1. (Lemme de Yoneda) Pour tout V on a un isomorphisme de k-espaces vectoriels, na-
turelen Feten V :

Hom,, (I*V,F)~F(V).

2. Les foncteurs %Y sont des objets projectifs de ‘@d,lk-

3. Les foncteurs [ sont des objets projectifs de gd,]k-

Démonstration. Le premier point est le lemme de Yoneda dans Fet, (T4, 7). Le
deuxi¢me point résulte du premier. En effet comme Iévaluation des foncteurs strictement
polynomiaux sur V est exacte, le foncteur Homyd . T4V, —) est exact, donc TV est projectif.
Le troisi¢me point découle du deuxiéme car les facteurs directs de projectifs sont projectifs.
Or on a un isomorphisme T ~ EBI'A ot1 la somme est prise sur tous les k-uplets d’entiers

positifs A = (4,,...,4,) de somme d. O

Soit F un foncteur k-linéaire de T¢¥] vers la catégorie ¥/}, de tous les espaces
vectoriels. Alors l'espace vectoriel F(k”) est naturellement un module sur lalgebre
Endpay, (k") = S(n,d). Lévaluation sur k” donne donc un foncteur

& : Fer, (1, 7,) — S(n,d)—Mod.

On note §(7,d ) — mod la sous-catégorie pleine de S(72,d) —Mod dont les objets sont les
S(n,d)-modules de type fini.

Théoréme 3.33.}

Sin = d, le foncteur @ est une équivalence de catégories, qui induit une équivalence de
catégories

Py~ S(n,d)—mod.

Démonstration. Notons ¥ : S(n,d) — Mod — Fer, (T4 ¥, 7,) le foncteur qui A un
S(n,d)-module M associe le foncteur

d k"
Y(M)=T% ®S(n,d)M'

On a clirement ® o ¥ = Id. Dautre part on a un isomorphisme naturel en k”,
o (") > T4 Comme W et @ (donc leur composée) commutent aux colimites, pour
montrer que ¥ o @ est isomorphe 4 I'identité, il suffit de vérifier que T4E" est un générateur
projectif de Fet, (T4, 7},).

D’apres le lemme de Yoneda, les Td’kk , kb € N, forment un générateur projectif de
Fet, (T4, ¥},). Or chaque ekt peut sécrire comme une somme directe de foncteurs T'*
ot A est un d-uplet d’entiers positifs de somme d. (On n’a pas besoin de uplets avec plus de d
termes. En effet, si u est uplet quelconque, alors au plus d termes sont non nuls car la somme
des termes vaut d. Si A un d-uplet obtenu en retirant des termes nuls 2 y on a alors I'* ~ ).
Donc les T, pour les z-uplets A d’entiers positifs de somme d, forment un générateur projectif
de Fet, (T, 7,). Comme T%*" contient tous ces ¥ comme facteurs directs, c’est aussi un
générateur projectif.

On identifie maintenant &, |, etla catégorie Fet, (T, ;). Pour montrer que ® se restreint en
une équivalence de catégories 2, ~ §(12,d) —mod, il reste 3 montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes pour un foncteur k-linéaire F : T4, — 7/,
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(i) Lespace vectoriel F(k”) est de dimension finie.
(ii) Pour tout entier k, lespace vectoriel F (I*) est de dimension finie.

On aévidemment (ii)=> (i). Montrons la réciproque. Si F (k") est de dimension finie, alors ®(F )
est un S(7,d)-module de type fini. Il est donc quotient d’une somme directe finie de copies
de S(n,d) (vue comme un module a gauche sur §(72,d)). Donc F est quotient d’une somme
directe finie de copies du foncteur T%" = U(§(12,d)). Ce foncteur est 2 valeurs de dimensions

finies, donc F vérifie (ii). O

Corollaire 3.34. Soitd > 0. La catégorie P, a assez de projectifs. Si dimV >d,le

%V est un générateur projectif de f@d,k- La famille des T# pour les d-uplets A

d’entiers positifs et de somme d constitue également un générateur projectif de 2, ..

foncteur

Démonstration. En effet, lévaluation sur V = k” est une équivalence de catégories, qui en-
voie TV sur le générateur projectif S(12,d) de S(r,d) —mod. Et T%" est une somme directe
de copies des I, O

Notons S{‘; le foncteur strictement polynomial :

d _¢d
Sy(—)=8(Ve—).
On vérifie facilement que S{'ﬂ = (rd"’)ﬁ o ¥ est la dualité des foncteurs strictement poly-
nomiaux définie 2 la section 2.3. Comme le foncteur contravariant  : Py — Py estune
antiéquivalence de catégories (par la proposition 3.6), il échange injectifs et projectifs. En
dualisant le corollaire précédent, on obtient donc :

Corollaire 3.35. Soit d > 0. La catégorie P a assez d'injectifs. Si dimV > d, le
foncteur § ‘d/ estun cogénérateur injectif de gd,k- De plus, la famille des § A= Shg...@8N
pour les d-uplets A = (4,,..., A;) dentiers positifs et de somme d constitue également un
cogénérateur injectif de & ..

Calculs I’Ext dans 22,

Dans cette section, nous donnons un apergu des techniques de calcul dextensions
dans la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux, et nous essayons de convaincre
des avantages des calculs dans 7, par rapport aux calculs dans les catégories de représenta-
tions Rep GL,, ou dans les catégories S(7,d ) —Mod de modules sur les algebres de Schur.
Nous illustrons ensuite ces techniques en présentant (notre approche d’) une formule due &
M. Chatupnik [2], qui calcule des extensions entre représentations tordues par le Frobenius.

Quelques outils de calcul dans &,

Soit .¢/ une catégorie abélienne avec assez de projectifs ou d’injectifs, et soient A, B deux
objets de .¢/. Une premicre approche naive pour calculer Ext” (A, B) consiste 4 prendre
une résolution projective explicite P4 de A ou une résolution injective explicite [, de B
et A tenter de calculer ’homologie d’un des complexes Hom ,(4,];) ou Hom (P4, B).
Cette approche nécessite de maitriser les injectifs ou les projectifs de la catégorie .o/ La
proposition suivant suit des résultats des sections 2.5 et 3.4.
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,—( Proposition 3.36 (injectifs et projectifs de Z,). }

1. Lacatégorie &, aassezde projectifs et d’injectifs. Un générateur projectif est fourni
par les foncteurs % pour les uplets d’entiers positifs A.Un cogénérateur injectif est
fourni par les foncteurs § A pour les uplets d’entiers positifs A

2. Le produit tensoriel de deux projectifs est projectif. Le produit tensoriel de deux
injectifs est injectif.

Notons que les foncteurs strictement polynomiaux § 4 et T sont 4 valeurs de dimensions
finies, ce sont des objets relativement simples & manier. Le deuxi¢me point de la propo-
sition 3.36 est une conséquence immédiate du premier car eI = I ou Alu
désigne la concaténation des deux uplets. Ce deuxieme pointest particuli¢rementimportant
pour I'étude des produits tensoriels de représentations, qui apparaissent naturellement dans
beaucoup de calculs. Les bonnes propriétés des injectifs et des projectifs de &, font que I'ap-
proche naive pour les calculs d’Ext permet deffectuer certain calculs (voir le lemme 3.38 ou
notre démonstration du théoréme 3.42).

Remarque 3.37 (Comparaison avec Rep GL et S(n,d) —Mod). Iln’yapasassez
de projectifs dans Rep GL,,. Il y a assez d’injectifs dans Rep GL,,, mais les injectifs stan-
dard k[GL,, ] sont des objets de dimension infinie peu commodes & manier. La catégorie
S(n,d)—Mod aun comportement trés similaire 3 2, en ce qui concerne le premier point,
mais le deuxieme point fait défaut.

Un outil de calcul essentiel est Iexistence de certains résultats dannulation cohomolo-
giques dans &, dont le suivant est un prototype.

Lemme 3.38 (annulation cohomologique). Soient F, G,H des foncteurs stricte-
ment polynomiaux homogenes, et 7 un entier strictement positif. Si deg F ou deg G n'est
pas un multiple de p”, alors

Ext}, (F ® G,Hol")=0= Extj}k(Ho](r),F ®G).

Démonstration. Démontrons la premiére égalité. Soit P¥ (resp. P€) une résolution projec-
tive de F (resp. G) par des foncteurs du type It (resp. T'*). D’aprés la proposition 3.36, P¥ QPC¢
est une résolution projective, par des foncteurs du type TA# Tes hypotheses sur le degré de F et
de G font que dans les uplets d’entiers A| i, au moins I'un des entiers n’est pas multiple de p”.
Nous prétendons que cela implique que

Homﬁ(FA‘”,HoI(’)):o, (%)

Ainsi le complexe Hom, (PF ® P9 H o 1) est nul, dou annulation de son homologie
Ext), (F®G,Hol (). I reste donc  démontrer la formule (). Pour tout foncteur stricte-
ment polynomial K homogene de degré d, le lemme de Yoneda du corollaire 3.32 donne un
isomorphisme naturel en k¢

d
Hom,, (I, K) ~K(k’).
La naturalité en k¢ fait que cet isomorphisme est and-équivariant, si les actions proviennent

de Paction de G*¢ sur k? donnée par (A;,...,Ay) = (Xp5e0sxy) = (Axpse.es Agxy). 11
suit du lemme 3.15 que toute représentation V' sous laction de G,X”d se décompose en
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d
V = ®V=(V1’“-:Vd) Vy ot G:(nd agit sur V}/ via (/115 ey Ad) CU = /1)1/1 cee /12 v. Comme FJ/ est

le facteur direct de poids y de T4 sous Iaction de (G,Xnd, on obtient un isomorphisme :
Hom,, (I, K) ~ K (k*), .

Simaintenant K = Hol "), alors tous les espaces de poids non nuls de (o ")(k?) = H (I?)")
sont des d-uplets de multiples de p”. En particulier (H o 0))(k) ) €st nul, ce qui prouve
(). O

Remarque 3.39. En vertu du théoréme 3.21, le lemme 3.38 peut s’interpréter comme
un résultat d'annulation cohomologique pour GL,, lorsque 7 est grand. Notons qu’il n’y
aen général pas annulation cohomologique pour de petites valeurs de 7. Par exemple, si k
est un corps de caractéristique p =3 ona:

0 pour tout ¢ sin =3,
Extie, GL”(]k”(l),k" ®@A*(k")) =< Opouri# 1, kpouri=1 sin=2,
Opouri#0,kpouri =0 sin=1.

Le cadre naturel pour démontrer I'annulation pour 7 2 3 est la catégorie &, ou l'on a

Extj, (IM,A' ® A?) = 0 d’apres le lemme 3.38.

Il est parfois peu commode de travailler avec des résolutions injectives et projectives
pour calculer Extj;;,k (F, G). Dans ce cas, on peut recourir aux suites spectrales hypercohomo-
logiques. Plus précisément, de nombreux complexes classiques peuvents’interpréter comme
des complexes de foncteurs strictement polynomiaux. Par exemple, le complexe de Koszul
de l'algebre (V') associé 4 la suite réguli¢re donnée par une base de V' donne des complexes
de foncteurs strictement polynomiaux pour tout d > 0 :

Ad—>Ad_1®Sl—>Ad_2®52—>"'—>Al®Sd_1—>Sd.
Le complexe de De Rham de espace affine V' donne des complexes pour toutd > 0
Sd—>Sd_l®Al—>Sd_2®A2—>'-'—>Sl®Ad_1—>Ad.

A partir d’un tel complexe C on dispose pour tout foncteur strictement polynomial F de
deux suites spectrales hypercohomologiques, de termes initiaux

=By (01, T = By (5 HC)),

qui convergent toutes les deux vers le méme objet gradué. Lanalyse de ces deux suites
spectrales donne alors de nombreuses relations entre les extensions Exty, (F,C7) et

EXtQJk(F ,H(C)). Pour peu que Ion sache calculer les dimensions de certains de ces es-
paces vectoriels, on peut espérer déterminer les autres 2 partir des relations fournies par les
suites spectrales. Cette technique a été exploitée avec succes et une grande virtuosité par
Friedlander et Suslin [13], puis par Franjou, Friedlander Scorichenko et Suslin [10] pour
obtenir de nombreux calculs d’Ext entre représentations de GL,, modifiées par la torsion
de Frobenius, auparavant inaccessibles. Cependant, nous n’utiliserons pas la technique des
suites spectrales hypercohomologiques dans ce cours, et nous nous bornons donc ici 2 illus-
trer cette technique par un exemple extrémement simple.
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Exemple 3.40 (Calcul de Ext}, (I, AP")

r r . * . . .
AP — .- — 8P est exact. La suite spectrale II** est donc nulle, ainsi la suite spectrale

)- Pour tout 7 2 0, le complexe de Koszul

N . i,] N

I** converge vers 0. D’aprés le lemme d’annulation 3.38, tous les termes I} sont nuls 2 lex-
ception de la 0-i¢me colonne qui vaut Ext7, (I7),AP" Y et de la p”-ieme colonne qui vaut

r e . PN . Ky
Exty, (I ("), §7"). Donc seule la différentielle dpr dela p7-itme page de la suite spectrale I}
peut étre non nulle. La situation est représentée par le schéma suivant (les ‘e’ représentent
des termes de la premiére page I} qui sont potentiellement non nuls, les cases vides sont
des termes nuls).

j 1

— —¢ — 9 — —0¢ — 06— — 0 — —

0 p’

Par dualité (proposition 3.6) et par le corollaire 3.32 on peut calculer la colonne de droite
de la suite spectrale.

0 siz>0,

Ext;)k([(’),Spr):Ext}k(Fpr,I<’)):{k o
s1z = U.

Comme I'aboutissant de la suite spectrale I** est nul, la différentielle d ,» est un isomor-

E)lis;lre, _etlon obtient donc que Extf% (I7),A?") est nul pour i # p” — 1 et vaut k pour

Une formule de M. Chatupnik

Rappelons qu’une des motivations initiales pour 'introduction de la catégorie 7, est
dobtenir des calculs d’extensions entre représentations de GL,, en particulier entre repré-
sentations tordues par action du Frobenius. Comme expliqué dans I'exemple 3.12, si F est
un foncteur strictement polynomial, on a un isomorphisme de représentations de GL,,

(FoIM)(k") ~ F(k™)],
On est donc conduit A s’intéresser A calculer des extensions de la forme

Exty, (F oI GoI"y,
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L'objectif de cette section est de présenter un formule due 2 M. Chatupnik [2], qui répond
partiellement M3 ce probleme.

Pour pouvoir énoncer le résultat, nous faisons une remarque préalable sur les espaces
vectoriels gradués. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Se donner une graduation
sur V, cest-a-dire une décomposition en somme directe V' = Vi est équivalent a se
donner une action de G, sur V (on fait agit G, de sorte que chaque V7 soit une représen-
tation de poids ). Si V' est une représentation de G, alors par la proposition 3.11, F(V') est
naturellement muni d’une action de G, c’est 4 dire d’une graduation. Ainsi, Iévaluation
sur un espace vectoriel gradué V' induit un foncteur exact :

evy: P — W
F — EV)

ol " est la catégorie des espaces vectoriels gradués de dimension finie.

Exemple 3.41. Si F = §%, @ ouT¥, la graduation obtenue sur F(V') est la graduation
usuelle. Par exemple, si V = VO@® V2 avec VO et V2 de dimension 1 engendrés par e,
et e,, alors $3(V) a pour base la famille (e7, eZe,, eye3, €3 ), et ces vecteurs de base sont des
éléments homogenes de degrés respectifs 0, 2, 4, 6.

r—( Théoreme 3.42 (Chatupnik). J

Soit F un foncteur strictement polynomial homogene de degré d. Pour tout 7 = 0 on
note £ l'espace vectoriel gradué de dimension 1 en degré 2; pour 0 < 7 < p” et de
dimension 0 dans les autres degrés. On a des isomorphismes gradués, naturels en F :

Extf@k(rd oI Fol™)~F(E,),
Extl, (Fol®,8%01")~ FNE,).

En particulier, sid = let F = § ! on obtient un isomorphisme despaces vectoriels
gradués (qui inspire la notation ‘E.’) :

Ext), (I"),17))~ S\(E,)=E, .

Le calcul de Ext, (7 ("), 1() a été obtenu originellement par Friedlander et Suslin [13]. I

est d’'importance fondamentale pour la démonstration du théoréme d’engendrement fini de
la cohomologie des schémas en groupes finis (théoreme 5.6 de la section 1).

Remarque 3.43. Le théoréme 3.42 montre un avantage additionnel des foncteurs stric-
tement polynomiaux par rapport aux représentations de GL, : on peut jouer sur la
précomposition. Plus précisément si V' est la représentation de GL,, correspondant & F
par évaluation sur k”, il n’est pas clair comment définir simplement I'espace vectoriel gra-
dué F(E,) a partir de V/, sans faire référence 3 F. Le théoreme 3.42 est donc dé¢ja difficile
énoncer sans parler de foncteurs strictement polynomiaux.

La démonstration originale de Chatupnik du théoreme 3.42 repose sur les calculs longs
et techniques (reposant sur des récurrences imbriquées utilisant plusieurs suites spectrales

(1) Une généralisation de la formule de Chatupnik qui répond completement au probléme a été
conjecturée dans l'article [32] (publié postérieurement au cous Peccot), et démontrée ensuite dans les
articles [3, 33].
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hypercohomologiques munies de structures d’algebres de Hopf) de Iarticle [10]. Une ap-
proche alternative simple de la démonstration, reposant sur les complexes de Troesch [36]
est proposée dans ma thése (). La fin de cette section donne une idée de cette approche alter-
native. Pour simplifier 'exposition, nous la présentons en caractéristique p = 2, pour r = 1.

Pour commencer, nous observons que les deux calculs du théoréme 3.42 peuvent se dé-
duire I'un de lautre en utilisant la dualité  des foncteurs strictement polynomiaux. Nous
nous bornons donc & démontrer la deuxi¢eme formule, faisant apparaitre les puissances sy-
métriques. Nous décrivons maintenant un complexe de foncteurs strictement polynomiaux
qui pour le cas p = 2, r = 1, apparut originellement dans l'article [9], et qui fut généralisé
pour p quelconque et r quelconque par A. Troesch [36]. Pour tout d 2 0, on note 7); le
complexe :

d _ d _ d d 1 d
Sd _’Sd 1®Sl—>Sd 2®SZ—>"‘—>51®Sd 1_} Sd
N~~~ N—— N—— N—_—— N~~~
deg0 deg1 deg2 degd—1 degd

dont les différentielles dy, : T4(V) — T;‘H(V) sont données par la formule
i

dy(vy... 0 @w - w;) = Z(’U1""0i—1’0i+1 V) @ VW W
k=1

Proposition 3.44. }

Sid est impair, le complexe 7, est exact. Si d = 2k est pair, le complexe T, est une
résolution injective de § koM,

Démonstration. On démontre la proposition simultanément pour tous les entiers d. On re-
marque qu’en tant qu’espace vectoriel gradué,

T(V)=PT,(V)=S(VIo)®S(V[1])

d=0

ott V[k] désigne une copie de V' placée en degré k. On a donc une structure d’algébre com-
mutative sur 7(V). De plus, la différentielle dy, ci-dessus coincide avec 'unique différentielle
d’algebre qui envoie tout élément v € V[0] surd,,v = v € V[1]. D’apres le lemme 3.9 on a
un monomorphisme 7V(V)[0] — $2(V[0]). Un calcul élémentaire montre que 'image de ce
monomorphisme est contenu dans les cycles de Ialgebre 7' (V). Notons (A(V'),0) l'algebre dif-
férentielle graduée S(1V(V)[0]) avec différentielle nulle. On a donc un morphisme d’algebres
différentielles gradudes :

Py (AV),0) = (T(V),dy).

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que ce morphisme est un quasi-

isomorphisme. Mais si V' = V| @ V, alors le morphisme peut s¥écrire comme le produit
tensoriel ¢V1 ® ¢Vz' 1l suffit donc de montrer le quasi-isomorphisme pour V =k, ce qui est
un calcul facile. O

En vertu de la proposition 3.44, les extensions Extf, (F o 1M, 54 0 [M) se calculent
comme ’homologie du complexe

C :=Homy, (F oIV, T)).

(2) Cette approche constitue la premiére partie de Iarticle [32], publié postérieurement au cours
Peccot.
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La proposition suivante est une conséquence directe du lemme d’annulation 3.38.

,—( Proposition 3.45.}
Le complexe C est nul en degrés pairs. On a donc un isomorphisme d’espaces gradués
(ot1 la notation ‘{2z’ indique que l'espace vectoriel est placé en degré 27)

d
H*(C)=C =@ Homy, (F oIV, %7 @ §¥)[2i].

Le calcul de lespace vectoriel gradu¢ H*(C) = Exty, (F oIM, 8% 0 I donné dans
la proposition 3.45 est explicite, mais peu lisible. Nous allons maintenant arranger un peu
lexpression obtenue. Notons ¢ ; lapplication k-linéaire définie comme composée :

Hom,, (F,$4~ l®5) Hom](Foz (847 ® 8o IM)

S 4 )
<7 Hom@k(FoI ,incl)

~
~

Homy, (F o I, §24-21 @ §2

ot incl est Pinclusion de (S~ ® §7)o I") dans §24~% ® §?/ obtenue A partir du lemme 3.9.
On groupe maintenant tous les gb ; ensemble pour obtenir une application k-linéaire gra-
duée :

¢ :Homy, (F, @ S @5'[2i))= €D Homy, (F,$* " ®5")[2i]->C.
0<i<d 0<i<d
Puis on constate que 'on a un isomorphisme de foncteurs strictement polynomiaux gradués

P s e s 21~

o<i<d

ol Sgl est le foncteur gradué tel que Sgl (V)=S4(E, ® V). Le théoréme 3.42 résulte alors
de la proposition suivante.

,—( Proposition 3.46. )

Le morphisme ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués. De plus, on a un iso-
morphisme d’espaces vectoriels gradués

Hom,, (F, P $~ ® §'[2i]) ~ FX(E,).

0<i<d

Démonstration. Rappelons que pour tout espace vectoriel V' on a des isomorphismes na-
turels en V' (le premier isomorphisme est donné par dualité ? et le deuxieme par le lemme de
Yoneda du corollaire 3.32 :

Hom,, (G, $},) ~ Hom,, (I*",G") ~ GX(V). (%)

En particulier, si V' est une représentation de G, alors ces isomorphismes sont des isomor-
phismes de représentations de G,,,. De maniere équivalente, si V' est un espace vectoriel gradué,
ces isomorphismes sont des isomorphismes d’'espaces vectoriels gradués.
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Nous commengons par montrer la deuxieme partie de la proposition. On prend G = F et
V = E|. Le résultat voulu provient alors des isomorphismes () et de 'isomorphisme :

Si = P $' @5 2i].

0<i<d

Nous allons maintenant montrer que ¢ est un isomorphisme. Pour commencer on calcule les-
pace vectoriel gradué au but de ). On prend G = F o IV et V = k[0] @ k[1]. Alors les
isomorphismes gradués () combinés a I'isomorphisme de foncteurs gradués T, = S%,d donnent
un isomorphisme gradué C = (F o IM){(V). Mais on a:

(F o IM(V) = (F o (If)(V) 2 F(I(V)) ~ FH(E)) .

Ainsi la source et le but de gﬁ sont des espaces vectoriels gradués de méme dimension. Pour
vérifier que gb est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que chaque composante homo-
géne ¢ ; est injective. Cela provient du fait que chacun des deux morphismes qui compose
¢, est un monomorphisme. Pour le premier, soit f = (f},)gim v <o un morphisme tel que
Fol® = (f1(1)(V))dimV<oo est nul. Comme 7((V) est (non naturellement) isomorphe 4 V,
ceci implique pour tout V/, £, est nul, donc £ est nul. Pour le second, I'injectivité suit de I'exac-
titude 4 gauche des ‘Hom’. O
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CHAPITRE 4

COHOMOLOGIE DES GROUPES
CLASSIQUES

Nous avons vu au théoréme 3.21 que les extensions dans &, ont une interprétation en
termes d’extensions dans Rep GL,,, et nous avons vu que certains calculs sont plus faciles 2
mener dans Z,. Il existe des analogues du théoreme 3.21 pour les schémas en groupes clas-
siques Sp, et O,,, démontrés dans [30], qui ouvrent la voie (3 des calculs cohomologiques
pour les schémas en groupes orthogonaux et symplectiques. L'objectif de ce chapitre est de
présenter le cas du schéma en groupes Sp,, . La démonstration du théoréme fait apparaitre
des liens entre foncteurs strictement polynomiaux et théorie classique des invariants.

i) Enoncé du théoréme

Notons /,, la matrice identité de taille 7 X 7 et ) la matrice 2 X 2n

o I,
a=| 5 5.

Le groupe symplectique Sp, (A) est défini comme I'ensemble des matrices M € M, (A) véri-
fiant ‘M QM = Q. Cela définit un schéma en groupes :

Sp, 1 Alg, = Gp.

La représentation standard de Sp,, est Iespace vectoriel V' = k%" muni de action ot
Sp,(A) agit sur A ~ k*” ®, A de la fagon usuelle (par la multiplication matricielle). La
matrice {2 définit une forme bilinéaire o : V' x V' — k invariante par Sp_, donc un iso-
morphisme Sp, équivariant entre V' et la représentation standard duale V'V (avec action
(g-f)(v) = f(g~'0)). Lévaluation sur la représentation standard duale produit un fonc-
teur d’évaluation exact (voir la proposition 3.11) :

evpv: P, — RepSp, .
F — FWY)

(1) Mentionnons que utilisation de ces théorémes pour calculer la cohomologie des groupes sym-
plectiques et orthogonaux  coefficients dans une représentation polynomiale tordue par le Frobenius
a été conduite postérieurement au cours Peccot, dans la these de V. T. Pham [25], voir également [34]
pour une approche différente.
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Notons que w peut s’interpréter comme un élément de AZ(VV), invariant sous l’action de
Sp,,- On a donc une application Sp, -équivariante

V2 :]ktriv _)rd (AZ(V\/)) — (AZ(VV)®d)Gd

définie par y,(A) = Aw®?. Pour tout foncteur strictement polynomial F, on définit une
application @, comme la composée :

DuzoExtyy (170 A2 F) ——— @0 Exti, g, (TUAXVY)),F(VY)) .
N |z gurey
N Extyeps, (K™, F(VY))
o - H*(SPnL‘F(VV))
Prp T - -

Théoréeme 4.1 (Touzé [30]).}

Sin 2 degF alors ¢, est un isomorphisme.

Nous donnons maintenant le schéma de la démonstration du théoréme 4.1. Dans la
suite on note pour simplifier :

H*(F)= @D Exty, (1Yo A% F).

d=0

Notons ¥, la catégorie des espaces vectoriels (de dimension possiblement infinie) et des
applications k-linéaires. Par construction, les cohomologies définissent deux 8 -foncteurs :

H* (=), H*(Sp,,—(V"): Py, = Vs

et les applications ®_, : H*(—) — H*(Sp,,—(V")) définissent un morphisme de &-
foncteurs. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de vérifier I'isomorphisme pour
les foncteurs F injectifs. Comme Sﬂ‘jd est un cogénérateur injectif de & (voir le corol-
laire 3.35), on peut se restreindre aux cas F' = Sﬂfd. En dautres termes, il suffit de vérifier
les deux conditions suivantes.

(1) Pour tout d > Oet tout 7 > d le morphisme suivant est un isomorphisme :

¢§£d,n HO(SE) — H(Sp, SE(VY)).

(2) Pourtoutd > Oettoutn >d, Hi(Spn,Sﬂ‘Zd(VV)) =0pouri>0.

La deuxi¢éme condition découle directement de la théorie des bonnes filtrations.
En effet la représentation Sﬂfd(Vv) est un facteur direct de la représentation
SH(VV)®d) ~ §5(VV)®d = k[V]®, et cette dernitre a une bonne filtration d’apres
la proposition 2.27. Il reste donc 4 vérifier la premiére condition. Comme nous allons
lexpliquer, la vérification de la premiere condition fait intervenir la théorie classique des
invariants.
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Surjectivité en degré O et théorie classique des
invariants

Dans cette section, nous démontrons que le morphisme @% ., est surjectif lorsque
F = S%, pour tout d > 0 et tout n > 0.
k> P

Les théorémes fondamentaux

Les théoremes fondamentaux de la théorie des invariants donnent des descriptions expli-
cites de certaines algébres d’invariants, ou au moins d’une famille naturelle de générateurs.
Des théorémes fondamentaux pour les groupes classiques (c’est a dire les groupes linéaires,
orthogonaux et symplectiques) ont été établis par H. Weyl au début des années 1940 [40]
lorsque le corps k est de caractéristique zéro, et par C. De Concini et C. Procesi en 1976 [6]
lorsque k est de caractéristique non nulle. Nous donnons ici 'énoncé pour les schémas en
groupes symplectiques. On considére l'algebre de type fini P des polyndmes sur la somme
directe de d copies de la représentation standard V' du groupe symplectique

P=k[V®].

Le schéma en groupes symplectiques Sp, agit sur cette algebre par automorphismes d’al-
gebres (avec Iaction usuelle comme dans I'exemple 1.6). La matrice £2, ou la forme bilinéaire
associée w, donne des polyndmes invariants sous l'action du groupe symplectique. Plus pré-
cisément, si 1 <7 < j < d onnote (7, /) le polyndme de degré 2 donné par

(i,7): yed - k

(Vseesvy) = w(v;,9))

Le premier théoreme fondamental donne les générateurs de I’algebre des invariants P,

Théoreme 4.2 (Weyl — De Concini et Procesi).}

Lalgebre des invariants P%x est engendrée par les polyndmes (7, j), pour 1 < i < j < d.

Remarque 4.3. Le théoreme 4.2 donne une description de l'algébre HO(Spn, P)donton

pourrait extraire des familles génératrices explicites des espaces vectoriels H%(Sp, , Sﬂfd (VYY)

pour d > 0. Pour montrer la surjectivité des @ S4 il suffirait alors de trouver pour chaque
kd’

d des morphismes explicites de

H°(S%) = @) Hom,, (I 0 A%, S¢))
e=0
qui sont envoyés par ® 54, SUT les générateurs de F1°(Sp, , §.a(V'V)). Nous allons simplifier
5

cette approche par une propriété de compatibilité aux produits, qui est valable en tout degré
cohomologique, et qui est également utile dans les applications.
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Cup produits en cohomologie

Si G est un schéma en groupes et W et W’ sont deux représentations de G, le cup

produit U: H?(G,W)® H1(G,W') —» H?™1(G, W ® W’) est la composée

EXtﬁepG(ktriV’ W) ® Ext;]{epcdktriv, W/) ® EthZ;;;qG(ktriV ® ]ktriv’ W e W/)

N
~N ~
~
~

oo pt+a riv
Dt L B, W W)

ol lisomorphisme vertical est induit par lisomorphisme A : Lty s etV g [etriv
tel que A(1) = 1 ® 1. On peut définir de maniére similaire un cup produit
U: HI(F)Q H1(G) —» H*1(F ® G) par les composées :

Extf, (I 0 A%, F) ® Extf, (I 0 A%, G) 2. Ext/, (I ®T%) o AL, F® G)

N
~
~
~

D - _ . Extlp;):¢1<rd+e OA2,F ® G)

ol le morphisme vertical (qui n’est pas un isomorphisme en général) est induit par le mor-
phisme de foncteurs strictement polynomiaux

A, T o A2 5 (T4 @T¢) 0 A2

donné par Pinclusion canonique de T%+¢ = (@9+¢)®u+ dans T? @ T¢ = (@7+¢)®a* S,
On vérifie facilement la proposition suivante.

Proposition 4.4. }

Les applications @ ,, sont compatibles au cup produit, c’est & dire qu’elles vérifient :

QF,n(x) U q)G,n(y) = QF®G,n(x Uy) :

Si maintenant A est une algebre dont le produit mult : A ® A — A est G-équivariant, on
définit une structure d’algebre sur la cohomologie H*(G,A) dont le produit (aussi appelé
cup produit) est la composée :

H?* 4 (mult)

H?(G,A)® HY(G,A) > H'*(G,A® A) ——— HI1(G, A).

Le produit sur H%(G,A) = A ainsi obtenu n’est autre que le produit usuel des algébres
d’invariants. De méme si A;, ¢ € N, est une famille de foncteurs strictement polynomiaux
’ . ’ . ’ . b) by

équipés de produits A; ® A i~ A j on peut définir une structure d’algebre sur

H (W) =P H (A,
120
dont le produit est donné par les applications composées :

u HP*4(mult)
HP(A)® HI(A;) > HI (A4, @A) 0, Frrvaga,, ).
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Dans cette situation, la proposition 4.4 donne le résultat suivant.

Corollaire 4.5. Les applications ® A induisent un morphisme d’algebres
o, H'(A)— H (S, A(V")).
Démonstration de la surjectivité

Nous montrons maintenant que pour d = 0 le morphisme @g}kd » est surjectif (sans
condition sur 7).

On fixe un entier d et on pose S; = Sﬂid. Pour tout espace vectoriel W, S;(W) est
la composante homogene de degré ¢ de l'algebre symétrique sur ki@ W ~ W etla
multiplication de cette algebre symétrique définit des produits S; ® S i S, ;- De plus, si
V estlareprésentation standard de Sp_,onaS(V") = @,5,S,;(V") = P. Les applications

®; . sont donc des facteurs directs du morphisme d’algebres

i

®g, 1 H%(S)— H°(Sp,,S(V")) = H(Sp,,,P) = P» .

Pour montrer que le morphisme <I>Sd’n est surjectif, il suffit donc de montrer que @g,n est
surjectif.

La deuxi¢me puissance extérieure A? est un sous-foncteur strictement polynomial de
®2: Cestle noyau du morphisme ®? =S5'®S! - S?induit par la multiplication de I'algebre
symétrique. On note ¢ : A* — ®” l'inclusion. Pour tout couple (7,7 ) telque 1 < i < j < d,
on définit un morphisme

mult(i,;): @*=S5'®5' =S,
qui envoie v @ w sur (¢; ®v)(e; ®w) oti (ey, .. ., ;) est la base canonique de k?. Un calcul

facile montre que

&, (mult(,j)or)= @gz’n(mult(i,j) °o)=w;;.

D’aprés le théoréme fondamental 4.2 Ialgebre H(Sp, ,S(V")) est engendrée par les classes
Wi donc <I>S,n est bien surjectif.

Démonstration de I'injectivité en degré O

Dans cette section, nous donnons deux démonstrations différentes de I'injectivité du
0 _¢d
foncteur @3, pour F = §7; et 0 < d < 7.

Une approche avec le deuxieme théoréme fondamental

Le premier théoréme fondamental de la théorie des invariants pour Sp, donne les gé-
nérateurs de Palgébre P ot P = k[ V®] est Ialgebre des polynémes sur la somme de d
copies de la représentations standard. Le deuxieme théoréme fondamental, démontré par
Weyl [40] en caractéristique nulle et par De Concini et Procesi [6] en caractéristique quel-

conque, donne des générateurs de I'idéal noyau du morphisme surjectif :
mik[w;, 1<i<j<d]-» PP

Nous n’avons besoin que du cas particulier suivant du second théoréme fondamental.
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Théoréme 4.6 (Weyl- De Concini et Procesi).}

Sin 2> d alors 7t est un isomorphisme d’algebres.

On fixe d, et on reprend les notations S; = S, et H*(S) = @;5, H*(S;) de la sec-

tion 2.3. Le morphisme q)gtz»" est facteur direct du morphisme d’algebres :
&g, : H(S)— H°(Sp,,S(VY)) = H"(Sp,,,P)=P».

Pour montrer que q)gd , estinjectif'si d < n, il nous suffit de montrer que le morphisme d’al-
gebres @2  est un isomorphisme sid < 7. Ce morphisme d’algebres devient un morphisme
dalgebres graduées si l'on munit P%» du degré polynomial usuel (donc deg w; i = 2) etsi
lon définit le degré sur H°(S) en posant pour tout e > 0 :

deg @Hom%(l"eoAz,Sk) =2e.
k>0

Nous avons déja démontré dans la section 2.3 que @g’n est surjectif. Pour démontrer que
<I>g’ , estinjectif, il suffit donc de démontrer que les composantes homogenes de méme degré
de HO(S) et P» ont méme dimension (finie).

Les dimensions des composantes homogenes de degré e de P%» sont facilement cal-
culables 4 partir du théoréme 4.6. Celles de H°(S) peuvent étre calculées 4 laide des
isomorphismes suivants :

@ Hom@k(re oA S,)= Hom% (T¢ o A?, Sﬂiﬁ)
120

~ Hom%(rz‘fkd ,8% 0 A?)
~ S¢(AX(k?)).

Plus précisément, Iégalité provient du fait qu’il n’y a pas de morphisme non nul entre fonc-
teurs strictement polynomiaux homogenes de degrés distincts (proposition 3.19), le premier
isomorphisme provient du fait que la dualité est une antiéquivalence de catégories (propo-
sition 3.6) qui envoie Sﬂij sur 25" e¢ T 0 A2 sur $¢ o A2 Enfin la derniére est fournie par
le lemme de Yoneda du corollaire 3.32. Les composantes homogenes de la source et du but
de @g’” ont donc méme dimension.

Une approche avec le lemme de Yoneda
Nous donnons maintenant une deuxi¢me approche reposant sur le lemme de Yoneda
du corollaire 3.32. Rappelons que V = k.
Lemme 4.7. Sin > d, il existe un épimorphisme de foncteurs strictement polynomiaux
O:T:V 51796 A2

®2d

tel que O, (Id7V") = w.

Démonstration. Supposons dimW > d. Alors la composition des morphismes & ;-
équivariants donne un morphisme surjectif pour tout couple (U}, U, ) :

Hom]ked ( []1®d > W®d) ® Hom]ked ( we, U2®d) - Hom]kGd ( U1®d ’ U2®d) :
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(On utilise pour le voir que Ul®d et U2®d sont des sommes directes de & ;-modules de permuta-
tion du type kS, /& . 4 partition ded, et comme dim W = d, W contient tous ces modules
comme facteur direct.). En prenant U, = U et U, = U, cette composition induit un épimor-
phisme de foncteurs strictement polynomiaux de la variable U :

Y (U)@IY(U) 5 14(U?).

Posons W =k”, et notons e, les vecteurs des bases canoniques de V et W, et el-v les vecteurs des
A V% vV ps . vy VoV
bases duales. Soit ¢ : VY ~ W & W P'isomorphisme tel que ¢(e;) =¢; et ¢(ei+n) =e pour

1< 7 < n. Alors ¢ induit un isomorphisme canonique de foncteurs strictement polynomiaux :

rzd,vv ~ rzd,WVeB\X/ ~ @ ri,WV ®rzd—i,\x/ )

0<i<2d

On a une projection associée g : 12V L T4V @ T%Y Enfin on note 7w : ®* - A2 la
projection canonique. On pose § = I'(m)o y oq. Clest un épimorphisme, et un calcul explicite
@2y _

montre que O,y (IdpV") = w. O
La démonstration de Pinjectivité de ®%  pour tout F homogene sobtient de la ma-
ni¢re suivante. Si deg F est impair, la source de @, est nulle (car les foncteurs strictement
polynomiaux I'* o AZ sont homogenes de degré pair et il n’y a pas de morphisme non nul
entre foncteurs homogenes de degrés distincts, cf proposition 3.19). Si F est homogene de

degré 2d alors
H°(F)=Hom,, (I“oA’F).

Comme Oy, (Id%zvd) = w, on a un carré commutatif, dans lequel 'isomorphisme horizon-
tal est le morphisme de Yoneda du corollaire 3.32 :

Hom, (IT*V',F)———=——F(V)
Hom‘@m,k(ﬁf)
d o A2 2% VAS
Homg,zd’[k(r oA*F) F(VY)yra,

On en déduit Pinjectivité de @% -

(=]
e
o
7]
o
Y]
7]
2.
c
o
7]

g/’%"\)
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CHAPITRE 5

LA CONJECTURE DE W. VAN DER
KALLEN

i) Introduction

La définition suivante généralise la définition 1.10 donnée dans I'introduction du cours.
Rappelons que les schémas en groupes sont implicitement supposés algébriques affines
(convention 2.5).

~—{ Définition 5.1. |
Soit G un schéma en groupes sur un corps k.
1. On dit que G ala propriété d’engendrement fini (EF) si pour toute algebre com-

mutative de type fini A munie d’une action de G par automorphismes d’algebres,

lalgebre A® = H%(G, A) est de type fini.

2. Onditque G ala propriété d’engendrement cobomologique fini (ECF) si pour toute
algebre commutative de type fini A munie d’une action de G par automorphismes

dalgebres, Ialgebre H*(G,A) est de type fini.

(2) La définition du produit des algebres de cohomologie est donnée 4 la section 2.2 du cha-
pitre 4.

Les schémas en groupes ayant la propriété (EF) sont connus. Si G est un schéma en
groupes sur un corps k et k est la cloture algébrique de k alors G(K) est un groupe linéaire
algébrique sur k au sens de la définition 1.1. Dans larticle [39], W. C. Waterhouse a montré
que G ala propriété (EF) si et seulement si le groupe linéaire algébrique G(k) a la propriété
(EF). Les groupes linéaires algébriques ayant la propriété (EF) ont été caractérisés par les
travaux de Haboush, Nagata et Popov mentionnés au théoréme 1.11. On a donc Iénoncé
suivant.

usjjey] 1ap ueA A\ ap a.anjdaiuo)
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r—( Théoreme 5.2 (Nagata - Haboush - Popov - Waterhouse).

Soit G un schéma en groupes sur un corps k. Alors G possede la propriété (EF) si et
seulement si le groupe linéaire algébrique G(k) est réductif, cest-a-dire si et seulement si

le radical unipotent de G(k) est trivial.

Exemples 5.3. Les schémas en groupes suivants ont la propriété (EF).

1. Les groupes finis, et plus généralement les schémas en groupes finis (cest-a-dire re-
présentés par une algebre k[ G| de dimension finie)

2. Les schémas en groupes classiques GL,,, SL,,, O,,, SO,,, Sp,,.

Les propriétés de finitude des algébres d’invariants sont donc bien comprises. Dans le
reste du chapitre, nous en examinons la version cohomologique, cest-a-dire le probleme
suivant.

Probléme 5.4.

Quels schémas en groupes ont la propriété (ECF)?

Commengons par une observation élémentaire sur le probléeme 5.4. Lespace vectoriel
H>°(G,A) des sommes d’éléments de degrés non nuls est un idéal de H*(G, A) et le quo-
tient H*(G,A)/H>°(G,A) est isomorphe 4 lalgebre H%(G,A) = A®. On a donc :

G alapropriété (ECF) = G alapropriété (EF).

Les schémas en groupes ayant la propriété (ECF) sont a chercher parmi les schémas en
groupes ayant la propriété (EF). La premicre classe dexemples a été découverte en 1961 par
L. Evens [8].

Théoreme 5.5 (Evens).)

Les groupes finis ont la propriété (ECF).

Le fait que la cohomologie des groupes finis soit une algebre de type fini est un point
fondamental pour la théorie des variétés support. Cette utilité pour la théorie des variétés
support motiva I'extension de ces résultats aux schémas en groupes finis. Des premiers résul-
tats positifs furent obtenus par Friedlander et Parshall dans les années 1980 [11, 12], mais
le cas général résista longtemps, et fut finalement démontré par Friedlander et Suslin en
1997 [13].

Théoréeme 5.6 (Friedlander et Suslin). }

Les schémas en groupes finis ont la propriété (ECF).

Audébutdes années 2000, W. van der Kallen conjectura que ous les schémas en groupes
ayant la propriété (EF) ontla propriété (ECF), et donna une approche pour démontrer cette
conjecture [37]. La derni¢re pierre a cette approche fut apportée dans article [35].
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Théoreme 5.7 (Touzé et van der Kallen). }

Soit G un schéma en groupes sur un corps k. Alors G ala propriété (ECF) si et seulement
si G ala propriété (EF).

Comme les schémas en groupes ayant la propriété (EF) sont parfaitement connus, le
théoréme 5.7 donne une réponse compléte au probléme 5.4. Le but de ce chapitre est de
donner les grandes lignes de la démonstration du théoreme 5.7.

Avant de rentrer dans des considérations techniques, nous terminons cette introduc-
tion par deux remarques générales sur le théor¢me S.7. Tout d’abord, ce théoréme n’a
d’intérét quen caractéristique non nulle. En effet, si k est de caractéristique nulle, les sché-
mas en groupes G ayant la propriété (EF) sont linéairement réductifs. En dautres termes,
toute représentation de G se décompose en somme directe de représentations simples. Par
conséquent, pour toute algébre A commutative de type finion a:

H'(G,A)=H"(G,A).

O
=]
=
(]
(o]
-
c
=
(¢]
=5
o
<
I
=
Q.
o
=
A
=
)
=

Les propriétés (EF) et (ECF) sont donc trivialement équivalentes en caractéristique nulle. La
deuxiéme remarque porte sur lextension naturelle du théoréme 5.7 aux A-modules. Plus
précisément, on suppose que G agit sur A par automorphismes d’algebres. Soit M un A-
module muni d’une action de G, de sorte que le morphisme d’action :

Ay :AQM — M

soit G-équivariant. Alors H*(G, M) est un module gradué sur I'algtbre H*(G,A) via l'ac-
tion donnée par la composition :

H*(G,4y)
_

H*(G,A)® H'(G,M)~> H*(G,A® M) H(G,M).

Corollaire 5.8. Supposons que A est une algébre commutative de type fini et que M
est un A-module de type fini. Si G a la propriéeé (EF) alors H*(G, M) est un H*(G,A)-
module de type fini.

Démonstration. On considere lalgebre B = S5(M)/S™' (M) = A® M. Cette k-algebre B
est de type fini donc daprés le théoreme 5.7 la k-algebre H*(G,B) = H*(G,A)® H*(G,M)
est de type fini, ce qui signifie que H*(G, M) estun H*(G,A)-module de type fini. O

Guide pour la preuve du théoréme 5.7

Dans cette section, nous donnons un apergu de l'organisation de la démonstration du
théoreme 5.7. Puis nous passons en revue des outils classiques utilisés dans la démonstra-
tion : suites spectrales, morphismes noethériens, torsion de Frobenius, théorie des poids
pour les représentations de GL,,.

L’architecture de la démonstration

Larchitecture de la démonstration du théoréme 5.7 est donnée par W. van der Kallen
dans larticle [37]. La démonstration peut se découper en trois étapes principales.
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1. La premitre étape consiste 4 réduire la démonstration au cas du groupe G = GL,,
sur un corps de base k algébriquement clos, de caractéristique p > 0.

2. La deuxi¢me étape consiste 3 montrer que si A est une k-algebre de type fini munie
d’une action rationnelle de GL,, par automorphismes d’algebres, alors I'algebre de
cohomologie

H*(GL,,grA)

est une k-algebre de type fini. Les coefficients ‘grA’ apparaissant dans cette algebre de
cohomologie ne sont pas les coeflicients apparaissant dans le théoréme 5.7. La nota-
tion ‘gr’ fait référence  la filtration de Grosshans de A ; Ialgebre grA est une k-algebre
de type fini, qui « ressemble » a4 A, mais qui est cohomologiquement plus simple 2
étudier que A.

3. La troisi¢me étape consiste 3 « reconstruire » Ialgebre de cohomologie H*(GL,,,A)
3 partir de l'algebre de cohomologie H*(GL,,, grA). On peut ainsi démontrer que
H*(GL,,,A) est une k-algebre de type fini.
Les trois étapes de la démonstration sont détaillées dans la suite du chapitre, dans les sec-
tions 3, 4 et 5 respectivement. Ces trois sections n’utilisent que les faits généraux sur les
schémas en groupes rappelés dans la section 2. La derniére étape utilise comme ingrédient
essentiel certaines « classes cohomologiques universelles ». La construction de ces classes est
un des apports essentiels des articles [31, 35]. Un apercu de cette construction est donnée
au chapitre 6.

Utilisation des suites spectrales

La notion de suite spectrale d algébres joue un role important dans les deuxieme et troi-
sieme étapes de la démonstration du théoreme 5.7. Intuitivement, une suite spectrale peut
étre pensé comme un « algorithme » qui calcule une algebre graduée A* 4 partir d’une al-
gebre bigraduée initiale B*". Cette algebre bigraduée B™* est appelée la page initiale de la
suite spectrale (sur certaines suites spectrale la page initiale est la page 1, sur certaines suites

spectrales la page initiale est la page 2). Lexistence d’une suite spectrale calculant A* 4 partir
de B placée en page initiale 7, se note de la fagon suivante :

E;o,t :Bs,t . AH—[.

Concretement, une telle suite spectrale signifie qu’il existe une suite d’algebres bigraduées
E;H (les pages de la suite spectrale), chacune munie d’une différentielle d’algebre bigraduée

d; (de bidegré (z,i — 1)) :
(B dy)s (B di )y (B ds ), (Bl d s) -

telles que la page 7, soit égale 3 B et que I'on puisse chaque page E; | comme la cohomologie
de la page précédente (on « tourne les pages » de la suite spectrale en calculant les cohomo-
logies successives) :
S\t S,t *y%k
EX =H"(E,d;).

Ce procédé de calcul itératif converge vers A* dans le sens suivant. Pour chaque bidegré
(s, t) fixé, le k-espace vectoriel E;’t ne change plus si ; est un entier assez grand par rapport
as,t eton note £} cette valeur limite. En prenant la somme directe de toutes ces valeurs
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limites, et en décrétant que chaque espace vectoriel £} est placé en degré s + ¢, on obtient
une algébre graduée £ qui est « proche » de l'algébre A*. Plus précisément, il existe une
filtration d’algebres sur A*, et un isomorphisme d’algeébres gradudes

El ~grA™. ()

Nous renvoyons le lecteur aux traités classiques sur les suites spectrales, par exemple [20, 22],
pour plus de détails sur la construction et les calculs de suites spectrales. Soulignons seule-
ment que le mot « algorithme » est bien 4 prendre entre guillemets, car une suite spectrale
ne permet pas toujours de faire des calculs effectifs : les différentielles d; ont une existence
théorique, mais il n’y a aucune « recette automatique » pour les calculer en pratique.
Toutefois, il est possible d’utiliser les suites spectrales sans faire de calculs explicites,
pour « propager » des propriétés qualitatives des objets considérés. Cette idée remonte aux
travaux de Serre en homotopie [28]. De fagon plus précise, les étapes deux et trois de la dé-
monstration du théoreme 5.7 considerent chacune une suite spectrale (classique) d’algebres
du type () ci-dessus. Le travail consiste alors 2 montrer que A* est de type fini en utilisant
le lemme suivant.
Lemme 5.9 (de propagation des propriétés de finitude). Supposons que les
trois conditions suivantes sont satisfaites.

(C1) Lak-algebre B** est de type fini.

(C2) Lasuite spectrale est « globalement stationnaire », c’est-a-dire qu’il existe un entier
iy telqued; =0pouri >1,.

(C3) Lafiltration d’algebres sur A* se restreint sur chaque A’ en une filtration finie.

Alors A* est une k-algebre de type fini.

Démonstration. Lapremiére condition entraine que toutes les pages de la suite spectrale sont
des algebres de type fini. En effet, soit (E**, d) une algebre différentielle de type fini sur un corps
de caractéristique p > 0. Alors la sous-algebre £/ engendrées par les puissances p-iémes des
éléments de £™* est de type fini, elle est composée de cycles (car d(x?) = pdx = 0), et E*
est un module noethérien sur £*. On en déduit que H**(E*",d) est un module noethérien
sur £, donc que H**(E**,d) est une k-algebre de type fini. La deuxiéme condition entraine
que E_ est égale i la totalisation de I'algebre bigraduée EZ‘*, donc que la k-algebre E? ~ grA*
est de type fini. Enfin si la troisi¢éme condition est satisfaite et si grA™ est de type fini, on peut
relever les générateurs dans A* pour montrer que A* elle-méme est de type fini. O

Remarque 5.10. Dansladémonstration du théoréme S.7, les conditions (C1) et (C2) du
lemme 5.9 sont les deux conditions réellement significatives, et le travail difficile consiste
4 montrer que ces deux conditions sont satisfaites. La condition (C3) est une condition
technique qui sera automatiquement satisfaite pour les suites spectrales considérées.

Dans la deuxi¢me étape de la démonstration du théoréme 5.7, les conditions du
lemme 5.9 sont établies en utilisant d’une part un cas particulier du corollaire 5.8 démon-
tré [29, 37] par une approche directe, et dautre part le théoréme de Friedlander et Suslin [13]
qui est le cas particulier du théoreme 5.7 pour les schémas en groupes finis.

Dans la troisi¢me étape de la démonstration du théoreme 5.7, La condition (C1) du
théoréme est fournie par Iétape précédente, et la condition (C2) est obtenue par une
méthode classique due 4 Evens [8]. Elle utilise une famille de classes cohomologiques
universelles construites dans [31], qui généralisent les classes cohomologiques universelles
calculées par Friedlander et Suslin dans [13].
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Morphismes noethériens et torsion de Frobenius

—{ Définition 5.11. |

Soit / : A — B un morphisme de k-algebres graduées commutatives. On dit que f est
noethérien s'1l fait de B un A-module noethérien.

La notion de morphisme noethérien est tres liée aux propriétés (EF) et (ECF). Notons
G— Algﬂif la catégorie des k-algebres commutative unitaires de type fini, munies d’une
action de G par automorphismes d’algébres et des morphismes d’algebres G-équivariants,
soit Alg]k la catégorie des k—algébres commutatives unitaires et des morphismes d’algebres,
et soit Alg; la catégorie des k-algebres graduées commutatives unitaires et des morphismes
d’algebres graduées. Alors les points fixes et la cohomologie de G définissent des foncteurs :

HYG,—):G—Alg/ - Alg,,  H'(G,—):G—Alg” - Alg; .

Le corollaire 5.8 et son analogue pour les schémas en groupes possédant la propriété (EF)
peuvent alors se réécrire de la fagon suivante.

Lemme 5.12. Si G posséde la propriété (EF), resp. (ECF), alors H%(G,—), resp.

H*(G,—), préserve les morphismes noethériens.

Au cours de la démonstration du théoréme 5.7, nous utiliserons également les proprié-
tés élémentaires suivantes.

Lemme 5.13. Soient A L Bet B2 Cdes morphismes de k-algebres graduées com-

mutatives.
1. Si g et f sont noethériens, alors g o f est noethérien.

2. Sigo f est noethérien alors g est noethérien. Si g est injectif alors f est également
noethérien.

3. SiAestde type fini et si / est noethérien, alors B est de type fini.

Enfin, une source de morphismes noethériens dans la démonstration du théoreme 5.7
est fournie par des constructions liées 4 la torsion de Frobenius. Soit A une algebre graduée
commutative de type fini sur un corps parfait k de caractéristique p > 0. Pour tout r € Z,
onnote A" 'anneau A, muni de la structure d’algebre donnée par le morphisme d’anneaux:

k — A .
A = APy

Si A est une k-algebre de type fini alors A Pest également. La structure de k-algebre sur
A7) est réglée de fagon a ce que pour tout 7 2 0le morphisme délévation 4 la puissance p” :

P A A

a — al

soit un morphisme de k-algebres.

Lemme 5.14. Soit A une algebre graduée commutative de type fini. Pour tout » 20, le
morphisme P” est noethérien.
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Démonstration. Si a,,...,a, est une famille génératrice de l'algebre A, alors A est un mo-
dule de type fini sur A", engendré par les éléments af1 <=~ pour des entiers A, tels que
0< /11' < p. Le résultat découle du point 3 du lemme 5.13. O

Remarque 5.15. La définition de l'algebre A est un cas particulier de la construction
suivante. Si V' est un espace vectoriel sur un corps parfait k, on note V(") le méme groupe
abélien, muni d’une action de k définie par A-v := AP 9.Sir >0,onaun isomorphisme
d’espaces vectoriels, naturel en V :

V)~ 10(V)

ot1 1) est le foncteur de torsion de Frobenius défini 1 la section 2.3. En particulier, si V' est
muni d’une action de GL, alors V() est muni d’une action de GL,,. Cette action de GL,,
sur V(") peut également se voir facilement sur les structures de comodules. La structure de
k[GL,, J-comodule de V(") est donnée par la composée :

Al vgp”
—_—

v 25 (v @k[GL, )" = V) g k[GL, " VO QK[GL,].

Cette construction est a priori différente de la représentation VIl définie 3 la section 1, qui
correspond 2 la structure de comodule

VAL vekGL, 1Y, v eklGL, ]

olt F"" est défini sur les générateurs de k[GL,, | par F"*(x; ;) = xi’;-y .Cependant, sik estun
corps fini de cardinal p”, ou plus généralementsi V' est définie sur I, (clesta dire provient
par extension des scalaires 2 k d’une représentation de GL, sur IF o ) alors les deux construc-
tions coincident. Par exemple, on a des isomorphismes de ]k-alg‘ebres GL,-équivariants

Poids d’une représentation de GL,

Une méthode classique pour analyser une représentation de GL,, consiste a regarder
comment le sous-schéma en groupes 7" des matrices diagonales agit sur cette représentation.
Pour tout A = (A;,...,4,) € Z" onnote c; : T — G, le caractere (cest-a-dire le mor-
phisme de schémas en groupes) qui envoie une matrice diagonale de coefficients diagonaux

H 1,... n H . 71 7N
(X415 -++»%,,) sur le produit x{{ - -+ xz7. On a un isomorphisme de groupes abéliens (déja
mentionné a lexemple 2.24)

z'+) S X(T) .
(/11,...,/172) — C)

Comme 7 est isomorphe a un produit de 7 copies du groupe multiplicatif G, il résulte
du lemme 3.15 que toute représentation de GL, se décompose, en tant que représentation
de T, en une somme directe :

v=Ev, ()
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ou 7 agit sur chaque V), via la formule - v = ¢,(¢)v. Les n-uplets A tels que V, # 0
sont appelés les poids de la représentation V, et les V) sont appelés espaces de poids de la
représentation.

Remarque 5.16. D’apres la proposition 3.16, toute représentation V' de GL,, se décom-
pose en une somme directe de représentations de GL, :

v=pv,,

deZ

ou par définition V; est la plus grosse sous-représentation de V' sur laquelle le groupe
G,, = Z(GL,) des homothéties agit via (AId) - v = A?0. La décomposition en poids

() raffine cette décomposition selon le degré. En effet, en notant [A| = >~ ;<, A;> on
obtient pour tout d :
Vd = @ V/l .
ez | N=d

Exemple 5.17. Soit 7 = 3. Les poids de 52(k3 ), la deuxiéme puissance symétrique de la
représentation naturelle de GL;, sont les poids (2,0,0), (0,2,0),(0,0,2),(1,1,0), (1,0, 1),
(0,1,1) et tous les espaces de poids sont de dimension 1.

L'ordre de dominance est la relation d'ordre partiel définie sur Z” par A > u $'il existe
des entiers positifs ou nuls &y, ...k, ;| tels que

A—u=ka +-tk, a,

ol a; est le n-uplet o; = (0,...,0,1,—1,0,...,0) avec 1 en z-iéme position. L'ordre de
dominance raffine l'ordre lexicographique :

(/12#) = (A>lexlu)'

Notons [A| = 3~ <<, 4;» alors si deux n-uplets A et 4 sont comparables pour Iordre de
dominance, on a |A| = |u|. Lexemple suivant montre que cette condition n’est pas suffi-
sante.

Exemple 5.18. Supposons » = 3. Alors (4,1,1) = (2,2,2), (3,3,0) = (2,2,2) mais
(4,1,1) et (3,3,0) sont incomparables pour 'ordre de dominance.

Si A est un poids de la représentation V/, alors pour tout 0 € G, le n-uplet est
0+ A = (Ayoi(1ys-- > Agi(n)) est également un poids de V. En effet, l'action de la ma-
trice de permutation p, € GL,, induit un isomorphisme entre les espaces vectoriels V)
et V. Parmi les poids de la forme o - A, 0 € &, il y en a un qui est plus grand que tous
les autres pour l'ordre de dominance : celui dont les coordonnées sont décroissantes. Ceci
ameéne naturellement la définition suivante. Un poids dominant est un n-uplet A € Z” tel
que A, = A4 = ... 2 A,

Un théoreme classique assure que cette définition de poids dominant coincide avec celle
donnée alasection 6, c’est-a-dire que 7-uplets Atel que A, = A, > ... > A sontexactement
les caracteres de T pour lesquels la représentation costandard V ; est non nulle.
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Réduction a GL, sur un corps algébriquement
clos de caractéristique non nulle (étape 1)

Nous avons déja expliqué a la fin de l'introduction de ce chapitre qu'en caractéristique
nulle, les schémas en groupes algébriques ayant la propriété (EF) n'ont pas de cohomologie
en degré non nul, de sorte que les propriétés (EF) et (ECF) sont trivialement équivalentes.
Nous pouvons donc nous contenter de démontrer le théoréme 5.7 dans le cas ot k est un
corps de caractéristique p > 0.

Le lemme suivant montre qu’il suffit de démontrer le théoréme 5.7 lorsque le corps de
base k est algébriquement clos.

Lemme 5.19. Soit k un corps, de cloture algébrique R et soit G un schéma en groupes
sur k. Si G- ala propriété (ECF) alors G a la propriété (ECF).

Démonstration. La formule de changement de base de la proposition 2.23 donne un iso-
morphisme de k-algebres H*(G,A) ®, k ~ H*(G, A ®, k). Le résultat découle alors du fait
qu’une k-algebre graduée commutative B est de type fini si et seulement si la k-algébre graduée
commutative B ®;, k est de type fini. O

Tout schéma en groupes @) est isomorphe 4 un sous-schéma en groupes d’un schéma
en groupes GL,, pour 7 assez grand. Le lemme astucieux suivant, d@t & W. van der
Kallen [37], permet donc de réduire la démonstration du théoréme au cas des groupes li-

néaires G = GL,,.

Lemme 5.20 ([37]). Supposonsque GL, possede la propriété (ECF), et soit G un sous-
schéma en groupes de GL,,. Alors G possede la propriété la propriété (EF) si et seulement
si G possede la propriété (ECF).

Démonstration. Nous avons déja expliqué dans lintroduction du chapitre que
(ECF)=(EF). Il nous faut montrer la réciproque. Nous utilisons pour cela le foncteur d’induc-
tion (déja rencontré a la section 6 du chapitre 2) qui 2 un G-module M associe un GL,-module
. (GL s . .

1ndG "M, de telle sorte que l'on a un isomorphisme naturel en A

H%(G,M)~ H°(GL,,indS"" M) . ()

Supposons que G possede la propriété (EF). Alors GL,, /G est une variété affine (d’algebre de
coordonnées k[ GL,, ]°) et le foncteur d’induction est donc exact [19,1.5.13] (en effet les dérivés
du foncteur d’induction s’interpretent comme la cohomologie de certains faisceaux quasi-
cohérents sur la variété affine GL | /G qui est nulle d’apres un résultat de Serre). L’isomorphisme
() se dérive donc en un isomorphisme :

H*(G,M)~ H*(GL,,indJ"" M) .

Pour toute k-algebre de type fini A muni d’une action de G par automorphismes d’algebres, la
représentation induite

indJ"" A= (k[GL,]®A)®

est égale aux invariants de la k-algebre de type fini k[ GL,, J® A sous l'action de G (par définition
de 'induction, G agit par g - (f(h)®a) = f(hg) ® ga), qui est de type fini car G possede la

(1) Rappelons que selon la convention 2.5, I'expression « schéma en groupes » signifie pour nous
schéma en groupes algébriques affines. Uisomorphisme avec un sous-schéma en groupes de GL,, carac-
térise les schémas en groupes algébriques affines parmi les schémas en groupes au sens le plus général.
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propriété (EF). Mais comme GL,, a la propriété (ECF) on obtient donc que I'algébre de coho-
mologie
H*(G,A)~ H"(GL,,indJ"" A)

est de type fini. O

La filtration de Grosshans (étape 2)

Dans cette section, k est un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, et on
note G = GL, . Nous expliquons la construction et Iutilisation cohomologique d’une cer-
taine filtration naturelle des représentations de G. Cette filtration, qui occupe une place
importante dans les travaux de F. Grosshans en théorie des invariants [15], est baptisée f2/-
tration de Grosshans par W. van der Kallen [37].

La filtration de Grosshans

La hauteur de Grosshans de A € Z” est lentier relatif

n

he( )= (n=2i4+ 1A= Y A—4.

i=1 1<i<j<n

Remarque 5.21. Si A > u pour lordre de dominance, alors A = u + > (¢, ., k;2;
pour des entiers positifs k; uniquement déterminés. L'unicité implique que dans le dia-
gramme de Hasse de (Z”,<), tous les chemins orientés dorigine A et dextrémité u ont
méme longueur 14 dou Comme la fonction hauteur est additive sur Z”, et que les 72-uplets
a;=(0,...,0,1,—1,0,...,0) avec 1 en z-iéme position sont de hauteur 2, on déduit alors
la formule plus « géométrique » :

ht(A) =he(u)+2¢,_,, .

Soit V une représentation de G, et i un entier. On définit V; C V' comme la plus grosse
sous-représentation de V' dont tous les poids dominants u sont tels que ht(u) < 7. Comme
les poids dominants sont de hauteur positive ou nulle, on a V_; = 0. La filtration de
Grosshans de 'V est la filtration :

IEZL

Exemple 5.22. Soit V une représentation de G de degré nul, c’est-3-dire sur laquelle le
centre de G agit trivialement. On a:
_1v/G _ -
Veo=V"7, Ve = Vpiqq pour tout 2 2 0.

La second égalité provient du fait que tous les A dominants tels que | A| = 0 sont de hauteur
paire.

La premicre égalité découle du fait que le poids nul est le seul A dominant tel que |/1| =0.
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On note gr V' le gradué associé  la filtration de Grosshans :

grV :@gfi V:@VSi/VSi—l .

120 120

,—( Théoreme 5.23 (Propriétés de la filtration de Grosshans). J—

1. SiAestunealgebre surlaquelle G agit par automorphismes d’algébres, alors la filtra-
tion de Grosshans est une filtration d’algebres. De plus, tout morphisme d’algebres
G-équivariant f : A — B préserve les filtrations de Grosshans.

2. Il existe une algtbre munie d’une bonne filtration hullg,(grA) et un morphisme
d’algebres injectif et G-équivariant :

grA < hullg(grA)

3. SiA est une k-algebre de type fini, alors grA et hullg(grA) sont des k-algebres de
type fini. De plus, il existe un 7 2 0 tel que le morphisme d*élévation 4 la puissance
p’ factorise comme la composée de deux morphismes noethériens :

hullg (grA)™ — grA < hullg(grA).

Remarque 5.24. Le premier point du théoréme 5.23 est une conséquence facile des défi-
nitions. Le deuxi¢me pointet les propriétés d'engendrement fini sont démontrées dans [15].
Enfin, l'existence de I'entier 7 est un résultat de O. Mathieu [21].

La suite spectrale de Hochschild-Serre

Pour tout 7 > 1, on note G) le schéma en groupes représenté par lalgebre de
Hopf ]k[G](’). Cette algebre de Hopf est isomorphe 2 k[ G] via le morphisme d’algebres
qui envoie chaque générateur x; j de k[ G] sur le générateur x; i de ]k[G](r); on a donc
un isomorphisme de schémas en groupes ¢ : GO ~ G. La composée du morphisme
7 : G — G induit par le morphisme P” du lemme 5.14 et de I'isomorphisme qS est
égale au morphisme de Frobenius /7 introduit 4 'exemple 2.20. On a donc une suite exacte
courte de schémas en groupes

1-G, -G5S G =1

ou G, estle 7-i¢éme noyau de Frobenius de G. Pour toute représentation V' de G, cette suite
exacte courte induit une suite spectrale de Hochschild-Serre :

“EYN(V)=H' (G"),H'(G,,V)) = H(G,V). (+)

Si V' a une structure d’algébre compatible avec I'action de G alors cest une suite spectrale
d’algebres.

Si W est une représentation de G, alors W) est une représentation de G, I'action
correspondant  la structure de comodule :

A(,,)
W) 2 (W k[G] ) = w9 k[G].
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Ceci définit un foncteur &7 : Rep G — Rep G exact qui préserve les injectifs. On a
donc un isomorphisme d'espaces vectoriels gradués

H* (G, W)~ H*(G, W)

pour toute représentation W. La seconde page de la suite spectrale de Hochschild-Serre
peut ainsi se réécrire :

BEY(V)~H (G,H'(G,,V)™") .

Remarque 5.25. Cette réécriture de la page deux permet en pratique d’udiliser la suite
spectrale de Hochschild-Serre () pour « retirer la torsion de Frobenius » des représenta-
tions. Par exemple, si B est une k—algébre munie d’une action de G par automorphismes
d’algebres et si V' = B") ot la torsion de Frobenius est définie comme dans la re-
marque 5.15, alors G, agit trivialement sur B (") et on a donc un isomorphisme d’algebres :

-
La suite spectrale () s¥crit alors :
HSEZS’t(B(T)> ~ H* (GaHt(Gr,]k)(_’) ®B> - H5tt (G,B(r)) )

On observe que B apparait sans torsion de Frobenius ala page initiale de la suite spectrale. On
adonc acces a la cohomologie de B (3 partir de la cohomologie de B. Le prix 4 payer pour
cette manipulation peut paraitre lourd : on a une suite spectrale qui n’est pas forcément
calculable, dont la page deux fait apparaitre H*(G,, k)" eB plutét que B simplement.
C’est toutefois une variante de cette manipulation qui va étre utilisée avec succes dans la
section 4.3.

Cohomologie du gradué de Grosshans

Théoréme 5.26 ([37]).}

Soit A une k-algebre finie, munie d’une action de G par automorphismes d’algébres. Soit
grA le gradué associé 2 la filtration de Grosshans. Alors H*(G, grA) est une k-algebre
de type fini.

Ce théoreme constitue Iétape deux de la démonstration du théoreme 5.7. Le reste de la sec-
tion 4.3 est consacrée 4 la démonstration du théoréme 5.26. On considere la suite spectrale
de Hochschild-Serre :

BEy (grA)~ H* (G, H'(G,,grA)"") = H*"(G,grA).

C’est une suite spectrale d’algebres, et pour démontrer le théoreme 5.26, il suffit de montrer
qu’elle satisfait les conditions du lemme 5.9. La condition (C3) du lemme 5.9 est toujours sa-
tisfaite pour la suite spectrale de Hochschild-Serre. Pour établir les conditions (C1) et (C2),
on utilise une version détaillée du théoréme de Friedlander et Suslin [13]. Soit g [(nr) la 7-ieme
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torsion de Frobenius de la représentation adjointe de G. Sa restriction a G, est une repré-
sentation triviale de dimension 72. Notons

7

S, = kgl (2p"")]

=1

le produit tensoriel de 7 algebres de polynomes sur des copies de g [(nr). Ceest une k-algebre de
type fini, graduée et concentrée en dggrés pairs, les crochets (2 p’_l) indiquant quela z-i¢me
copiede g[gf) est placée en degré 2p*~!. Laction naturelle de G, sur cette algebre est triviale.

—~{ Théoréme 5.27 ([13]). |

Il existe un morphisme noethérien G-équivariant :

Prs:S, > H'(G, k).
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De plus, pour toute k-algebres de type fini A, B munies d’une action de G par automor-
phismes d’algebres, et tout morphisme noethérien fiB—Ale morphisme suivant est
également noethérien

S,®H%G,,B) — H(G,,A)
xXQy = ¢Fs(x)Uf(y>

Nous avons aussi besoin du cas particulier suivant du corollaire 5.8. Il a été établi
dans [37] sous ’hypothese technique 2 < 6 ou p > 2”. Cette hypothese technique a ensuite
été retirée en collaboration avec V. Srinivas dans [29].

ﬁ( Théoréme 5.28 ([29]).}

Soit A une k-algebre commutative de type fini, et M un A-module de type fini. On
suppose que G agit sur A (par automorphismes d’algébres) et sur M, de sorte que le mor-
phisme A ®, M — M soit G-équivariant.

Si A possede une bonne filtration, alors H*(G, M) est un module de type fini sur
lalgebre commutative de type fini H*(G,A) = H°(G, A). En particulier H(G, M) =0
pour z > 0.

Nous montrons maintenant que la suite spectrale de Hochschild-Serre () satisfait les
conditions (C1) et (C2) du lemme 5.9. D’apres le théoreme 5.27, le morphisme noethérien
hullg(grA)") — grA induit un morphisme noethérien

S, ® hullg(grd)”) — H*(G,,grA),
donc un morphisme noethérien
S @ hully(grA) — H*(G,,grA)"),
Diapres la proposition 2.27, lalgebre S = ®),;<, k[al,(2p'")] a une bonne fil-
tration, son produit tensoriel avec hullg(grA) possede donc une bonne filtration. Le

théoreme 5.28 assure alors que le morphisme d’algebres

H° (G, @hullg(grA)) — E*(grA) C E; (grA)
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est noethérien, de source une algebre de type fini. D’apres les propriétés générales des mor-
phismes noethériens, ceci implique £, (gr A) est une algebre de type fini. La condition (C1)
du lemme 5.9 est donc satisfaite. Le théoreme 5.28 assure également que la suite spectrale
n’a qu’un nombre fini de colonnes non nulles. On peut représenter la suite spectrale de la
fagon suivante (les ® symbolisent les termes potentiellement non nuls)

Ey'(grA)

Il existe donc un entier s tel que les différentielles d . pour s > s, sont toutes nulles, et la
condition (C2) est satisfaite. Le lemme 5.9 s’applique et le théoreme 5.26 est donc démontré.

Retrait du gradué de Grosshans (étape 3)

Dans cette section, k est un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, et on

note G = GL,,.

La suite spectrale de la filtration de Grosshans

Pour toute algebre filtrée A, munie d’une action de G par automorphismes d’algébres,
on dispose d’une suite spectrale d’algebres, naturelle vis-a-vis de Ialgebre filtrée A :

ES'(A)=H*"" (G,gr_ A) = H** (G,A) . (+)

Pour démontrer le théoréme 5.7, on utilise cette suite spectrale pour une algébre A munie
de sa filtration de Grosshans. La premicre page de la suite spectrale est représentée dans le
schéma suivant (les ® représentent les termes E;** (A) potentiellement non nuls, les termes
E}*(A) obligatoirement nuls ne sont pas représentés).
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t ES,I A
N 1(A)
N AN
N N d,
N o ° o—>o °
N N d
2
N N
N N \o\ ° ° °
N N
N N
N e ° °
N AN
N N
AN N
N . °
N N
N N
N N
AN LN
N N
N N
N
N N
AN N
N N s
I\ N
RN o,
X X
e\ I
QO Qy

Remarque 5.29. Les annulations sur la diagonale s + ¢ = O proviennent du fait suivant.
Si A, estla composante homogene de degré nul de A, I'inclusion Ay C A induit un isomor-
phisme H°(G,gr_ Ay) ~ H°(G,gr__ A) (voir la remarque 3.17). D’aprés l'exemple 5.22,
onadonc H%(G,gr,A) = A%, et HY(G,gr;A) = 0 pour i #0.

La démonstration du théoréme 5.7 consiste a vérifier que le lemme 5.9 sapplique.
D’apres I'étape deux de la démonstration (plus précisément le théoréme 5.26), la premicre
page de la suite spectrale est une algebre de type fini. La condition (C1) du lemme 5.9 est
donc satisfaite. On vérifie aisément que la condition technique (C3) du lemme 5.9 est éga-
lement satisfaite ). La difficulté est de montrer la condition (C2), Cest-3-dire que la suite
spectrale s’arréte 4 une certaine page. Contrairement  ce qui s’est passé avec la suite spectrale
de Serre dans la section 4.3, la forme de la page initiale de la suite spectrale n’assure pas son
arrét. Pour montrer l'arrét, nous utilisons une méthode classique due a Evens [8].

Lemme 5.30. [8] Soit R une k-algtbre commutative telle que la suite spectrale () soit
une suite spectrale de R-modules. Supposons de plus que E;"*(A) est un module noethé-
rien sur R. Alors il existe un entier 7, tel que E:;*(A) =EX(A).

Démonstration. On construit deux suites emboitées de R-sous-modules de £7"(A) ('une
croissante I'autre décroissante)

B CBy CBy'C--C--CLyC Ly CZ”

de la fagon suivante. On pose Z;" = Kerd, le R-module des cycles de la page initiale et
B = Imd, le R-module des bords. Puis on définit Z;™*, resp. B,™, comme I'image inverse

(2) En effet, la filtration de Grosshans de A étant exhaustive et bornée inférieurement, elle induit
une filtration de méme nature sur 'aboutissant. De plus, pour s 4 ¢ = i fixé, seul un nombre fini de
termes E"' (A) sont non nuls car la page initiale est une algebre de type fini, nulle en bidegrés (s,—s)
pour s # 0. Ainsi, pour i fixé, seul un nombre fini de gr]-Hi(G,A) sont non nuls, et la filtration de

H(G,A) est donc finie.
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par la projection canonique 7, : Z;"* - E;"(A) des cycles, resp. des bords de la page 2. Puis
on définit Z3"", resp. By comme I'image inverse des cycles, resp. des bords, de la page 3 par la
projection canonique 75 : Z;”* > EJ”" etainsi de suite. Comme £ (A) est noethérien sur R, la

suite des sous-modules stationne : a partir d’un certain rang 7y, ona B = B;’f}. Ceci implique
que la différentielle d; est nulle pour i 2 7y, donc que E, est donné par E;*". O
0

Dans le cas de la suite spectrale d’une algebre filtrée, on dispose d’un candidat naturel

pour l'algebre R du lemme 5.30. Soit ./ la sous-algebre de A[ ¢ ] définie par
o<k

L'evaluation en ¢ = 1 définit un morphisme d’algebres
ev:.gf —A.

Si on munit .¢/ de la filtration par le degré (Cest-a-dire F.of = 3", t*A,), alors ev est
un morphisme d’algebres filtrées, donc il induit un morphisme de suites spectrales d’algébres

E™*(ev): E*(.of) — E**(A) .

La filtration par le degré de ./ est triviale donc la suite spectrale a la source est triviale :
toutes les différentielles sont nulles et toutes ses pages sont isomorphes a son aboutissant
H*(G,.¢/). On obtient donc une algébre qui agit sur la suite spectrale comme demandé
danslelemme 5.30 en posant R = H*(G, <7 ). Pour démontrer la condition (C2) etachever
la démonstration du théoréme 5.7, il suffit donc de résoudre le probleme suivant.

Probleme 5.31.}

Montrer que le morphisme d’algébres(“) &/ ~Gr ./ — grA induit un morphisme noe-

thérien H*(G, .</) — H*(G,grA).

(2) Lanotation « Gr » fait référence au gradué associé 4 la filtration par le degré, par opposition
4 « gr» qui fait référence 2 la filtration de Grosshans.

Stratégie de résolution du probléme 5.31

Nous expliquons maintenant approche de W. Van der Kallen pour résoudre le pro-
bléme 5.31. Toutes les informations dont on dispose sur [*(G, grA) proviennent de la
suite spectrale de Hochschild-Serre, on retourne donc a 'analyse de cette suite spectrale. On
en extrait le lemme suivant.

Lemme 5.32. Le morphisme H*(G, /) — H*(G,grA) est noethérien si et seulement
si la composée E suivante (ot le premier morphisme d’algebres est induit par restriction
de G 4 G, et le deuxieéme par le morphisme d’algeébres .o/ — grA) est un morphisme
noethérien :

E : HG,.d)— H°(G,H(G,,.o))— H*(G,H (G,,grA)) .

Nous utilisons la notation « E » pour l'application du lemme 5.32 car cest essen-
tiellement un morphisme de bord (« Edge map » en Anglais) de la suite spectrale de
Hochschild-Serre. Remarquons que le morphisme £ se décrit simplement sans recours a
la suite spectrale. Le lemme 5.32 permet donc d’évacuer complétement la suite spectrale de
Hochschild-Serre dans la résolution du probleme 5.31.
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Démonstration (du lemme 5.32). Commengons par une observation élémentaire qui re-
lie £ 4 la suite spectrale de Hochschild Serre. Pour toute représentation V' de G, G, agit
trivialement sur H*(G,, V), on a donc

HYG,H"(G,,V))=HG/G,,H (G, V) ="E¥(V).

Le morphisme .¢/ — grA induit un morphisme de suites spectrales : E**(.e/ ) — "SE**(A).
On a un diagramme commutatif (les morphismes horizontaux sont les morphismes canoniques
de la suite spectrale)

H (Gl ) —— PES (o WELL ()

l(ﬁ l(Z) i ©)

H*(G,grA) — HSES&*(grA)(&- BE™(grA)

Lanalyse de la suite spectrale de la section 4.3 montre que () est noethérien. On en déduit que
(1) est noethérien si et seulement si (2) est noethérien si et seulement si (3) est noethérien.

O
=]
=
(0]
(o]
-
c
=
(¢]
=5
(¢’]
<
I
=]
Q.
(]
=
A
=
)
=

De plus, soit N la page a laquelle la suite spectrale ™E**(A) sarréte. On a
WE(grA) = ™E;f(grA) et comme les puissances p-iémes des éléments de la page s sont
des cycles de la page s (en vertu de I'identité d,(x?) = pd,(x) = 0), le morphisme noethérien
délévation 2 la puissance p™

PN ES (gr AN - PES (grA)

factorise comme la composée de deux morphismes noethériens, le deuxieme étant 'inclusion
canonique de la suite spectrale :

HSE?*(grA)(N) — HSE& (grA) — HSE?*(grA) .

On déduit donc du diagramme commutatif suivant que le morphisme (2) (ou de maniére équi-
valente le morphisme H*(G,.«/) — H*(G,A)) est noethérien si et seulement si la composée
du lemme (qui est la ligne supérieure de ce diagramme) est un morphisme noethérien.

HY(G, o) ——="Ey" (o) ——="E;"(grA) .

\ )

BE (o) ——ES (grA)
O
On ne dispose d’aucune information directe sur le morphisme £ du lemme 5.32. La
technique pour montrer que E est un morphisme noethérien est la suivante. Grice au théo-
réme de Friedlander et Suslin 5.27 eta la théorie des invariants (lemme 5.12), on dispose d’un
morphisme noethérien @ ¢ de méme but que E. La stratégie de van der Kallen consiste 4
construire un morphisme ®,, tel que @ = E 0 Dy, .

HY(G,.d/) £ H°(G,H*(G,,grA)) .
A ~
q);dl(\ =~ - QFST
H°(G,S, ®.9")

Comme E 0 @, ;, est noethérien, il en sera de méme de E et ceci résoudra positivement le
probléme 5.31 et achevera la démonstration du théoreme 5.7.
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Construction de ®, ,, et classes universelles

L’idée pour construire le morphisme @, ;- est approximativement ) 12 suivante. Tout
d’abord, revenons 4 la description du morphisme ®¢. De fagon précise, ®¢ est le mor-
phisme induit au niveau des G-invariants par le morphisme noethérien

S, . =S @HG,,.d")) — HYG,,grd) ,
x®y = Prg(x)Uf(y)

ot1 / est lapplication induite au niveau des G, -invariants par la composée de 'élévation 2 la
puissance 7 : P : .o/ (") — .of et du morphisme surjectif .o/ — grA. Laclasse ¢ z5(x ) appa-
raissant dans lexpression ci-dessus est un produit de certaines classes universelles (G, , k).
(La construction de ces classes cohomologiques universelles est un des apports principaux
de larticle de Friedlander et Suslin [13]).

Pour définir le morphisme @, ;5 on souhaite faire une construction similaire, mais au
niveau de la cohomologie de G plutdt que de la cohomologie de G,.. Le morphisme @y, ;5
estdonc obtenu en faisant le cup produit des éléments de /1 0 (G, S, ® . (7)> par certaines
classes cohomologiques universelles dans la cohomologie de G. Pour que le diagramme com-
mute, il faut que ces nouvelles classes cohomologiques universelles généralisent les classes de
Friedlander et Suslin. La construction de ces nouvelles classes cohomologiques universelles
est apport principal des articles [31, 35].

Pour décrire de maniere précise les nouvelles classes cohomologiques utilisées pour la
construction de @y, ;x, nous introduisons une notation. Si V' est une représentation de G, le
groupe symétrique S ; agit sur la d -iéme puissance tensorielle yed par permutation des fac-
teurs, et on note ['*(V/) les invariants sous cette action. Cest une représentation de G (déja
rencontrée sous forme fonctorielle A Pexemple 3.4). Le produit tensoriel T4(V) @ T¢(V))
s’identifie naturellement aux invariants de V®4*¢ sous l'action de & 4 X 6, de sorte que
l'on a une inclusion canonique A , : I4+e(V) = T4(V)@T¢(V). Cette inclusion induit
un morphisme

(D), : HY(G,T (V) —» H (G,TY(V)®T*(V)).

—{ Théoréme 5.33([31, 35). |

Notons G = GL,, pour 7 > 1. Pour tout d > 1, il existe des classes cohomologiques

c[d]e H* (G,T4(gl}))
telles que c[1] # O et pour tout couple (d, €) d’entiers strictement positifs :

(Bge).(c[d +e]) =c[d]ucle].

La démonstration du théoréme 5.33 est donnée au chapitre 6. Nous terminons cette
section par quelques commentaires sur son énoncé. Tout d’abord, il existe une classe coho-
mologique bien connue (et non nulle) dans H*(G, g[;l)). Clest la « classe du vecteur de
Witt », qui représente I'extension non triviale de groupes algébriques :

0— Mn(]k) — G(Wz(ﬂ«)) — G(k) —1

(3) Nous épargnons au lecteur les expressions explicites précises des morphismes @, et ®,¢. On
peut assouvir sa curiosité dans [37, Section 4].
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ott W, (k) est 'anneau des vecteurs de Witt de k de longueur 2. De plus, on peut montrer
facilement que cette classe engendre H*(G, (V). La classe ¢[ 1] ne fait donc aucun mystere.
La propriété satisfaite par les classes c[d ], fait penser 2 ces classes comme des « puissances
divisées » de ¢[ 1]. Mais on ne sait pas mettre de structure de puissances divisées sur 'anneau
de cohomologie H*(G,T*(gl())), et il n’est pas du tout évident & priori que les classes ¢[d ]
existent pour d > 2.

Mentionnons également qua partir des classes universelles du théoreme 5.33, on peut
créer des familles supplémentaires de classes ¢;[d ]. Ce sont ces classes ¢;[d ] qui sont uti-
lisées dans la définition du morphisme @, ;5. Plus précisément, il existe un morphisme
G-équivariant (le morphisme de Verschiebung de algeébre & puissances divisées) :

s T (gl - T a)),
et on définit ¢;[d] = 7t c[d p*~']. On peut montrer que la classe
G[1]€ H*" (G o)

est non nulle. Mais pour 7 = p', on sait (par les calculs de foncteurs strictement polyno-
miaux effectués par Friedlander et Suslin) que H 27N(G, g[(,li)) est un espace vectoriel de
dimension 1, engendré par la classe universelle e; de Friedlander et Suslin. Les classes de
Friedlander et Suslin apparaissent donc (2 un scalaire prés) comme un sous-ensemble des
classes ¢;[d ], i,d > 1. Cest en ce sens que les classes universelles produites dans [31, 35]
généralisent celles de Friedlander et Suslin, et c’est ce phénomene qui assure que on a la
factorisation £ 0 @y, ;- = ®. Nous renvoyons le lecteur 4 [37, Section 4] pour des détails
complets.

O
=]
=
(0]
(o]
-
c
=
(¢]
=5
(¢’]
<
I
=]
Q.
(]
=
A
=
)
=
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CHAPITRE 6

CONSTRUCTION DES CLASSES
UNIVERSELLES

Dans ce chapitre, k est un corps de caractéristique p > 0. Nous expliquons la démons-
tration du théoreme 5.33, utilisé dans la démonstration de la conjecture de van der Kallen.

Friedlander et Suslin ont construit [13] leurs classes universelles via la catégorie des
foncteurs strictement polynomiaux. Plus précisément, les classes de Friedlander et Suslin
proviennent du calcul des extensions Exty, (/ (") 1)), Les classes universelles du théo-
réme 5.33 sont également produites avec la technologie fonctorielle. Un des ingrédients
essentiels pour les calculer est une réponse (partielle) au probleme fondamental suivant.

Probleme 6.1.

A partir d’une résolution injective [ d’un foncteur strictement polynomial F, comment
construire une résolution injective du foncteur composé F o [ QF

Hormis son utilisation pour construire les classes universelles du théoréme 5.33, une
solution au probléme 6.1 est intéressante pour effectuer des calculs d’Ext faisant apparaitre
des foncteurs composés F o [ (7). En effet, comme nous avons expliqué dans le chapitre 3,
les injectifs de 2, sont des produits tensoriels de puissances symétriques, c’est-a-dire des ob-
jets combinatoirement élémentaires, de sorte que la connaissance d’une résolution injective
explicite donne un bon espoir de faire des calculs d’Ext explicites.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la section 1, nous rappelons
les résultats de Troesch [36] qui apportent une réponse positive au probléeme 6.1 pour
les puissances tensorielles de puissances symétriques. Dans la section 2 nous expliquons
une approche générale déraisonnablement naive du probléme 6.1, que nous réussissons
a concrétiser partiellement. Nous en déduisons la construction des classes universelles du
théoréme 5.33 dans la section 3.

S9||9S19AIUN SISSB[I S9P uoIldnijsuo)
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i) Les complexes de Troesch

On dispose de résolutions injectives explicites des foncteurs de torsion de Frobenius
1) et plus généralement pour les foncteurs composés $” o [ ("), Ces résolutions injectives
ont déja été mentionnées 4 la section 4.2, elle sont dues a Franjou Lannes et Schwartz [9] et
Friedlander et Suslin [13] en caractéristique p = 2 et a A. Troesch [36] en caractéristique
p quelconque. Nous rappelons ici uniquement le cas ¥ = 1, qui sera le cas utile pour la
construction des classes universelles.

La construction de départ est simple. Soit V' un espace vectoriel, et V[7] une copie
de cet espace vectoriel, placée en degré i. Notons 7(V') I'algtbre commutative et graduée
obtenue en tensorisant des copies d’algebres symétriques sur les V[7] :

T(V):=S(V[OD@S(V[1])®--- @ S(V[p—1]).

Les dérivations de 7(V), cest-a-dire les applications linéaires & : T(V) — T(V)
satisfaisant la régle de Leibniz &8(ab) = (8a)b + a(8b) (sans signe de Koszul
dans la formule) sont uniquement déterminées par leur valeur sur lespace vectoriel
VO]® - @ V[p — 1] € T(V). On note J la dérivation de T(V) telle que
Id(V[p—1]) = Qettelle quesii < p —1, alors d envoie un élément v € V[i] sur
le méme v, vu comme un élément de V[ + 1]. Par construction (7(V'),d) est une al-
gebre différentielle graduée dans la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux : c’est
une somme directe de foncteurs strictement polynomiaux homogenes de la variable V/, la
multiplication et la dérivation sont des morphismes de foncteurs strictement polynomiaux.
e Sip =2, alors (7, d) est I'algebre différentielle graduée déja rencontrée dans la pro-
position 3.44. Son homologie est donc égale a I'algeébre § o / M en degré nul, et est
nulle en degrés strictement positifs.
e Si p estimpair, alors la dérivation J n’est pas de carré nul, mais vérifie plutot J7 = 0.
Ainsi (T, 3) est une algébre p-différenticlle graduée.

Pour pouvoir parler des propriétés de (7', d), nous avons besoin rappeler quelques défini-
tions relatives au p-complexes.

—{ Définition 6.2. |
Un p-complexe est un couple (C, 3) ot C = @); C’ et d : C — C estun morphisme

augmentant le degré de 1, tel que d” = 0. Pour 0 < i < p, ’homologie H[/‘;](C) est
définie par :

H[IE](C):Ker (&’i :Ck > Ck”) /Im (gp—i . Ck—rti Ck) _

X

On dit que (C, d) est une p-résolution de X si pour tout 0 <z < p ona Hf‘i](C)

etH[/j](C) =0 pourk >0.

On vérifie facilement quesi (C, d) n’est pas seulement un p-complexe, mais une algebre
p-différentielle graduée, alors H| 01 (C) est une algebre. En particulier, on peut dire qu’'une
algebre p-différentielle graduée est une p-résolution d’une algebre.
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Théoréeme 6.3 (Troesch [36]).}

Lalgebre p-différentielle graduée (7, &) est une p-résolution de Ialgébre S o I(V).

Notons qu’il y a deux degrés différents sur (7', J) : le degré polynomial au sens de la
définition 3.2 et le degré homologique. Ces deux degrés ont des roles tres différents : les
différentielles augmentent le degré homologique de 1, mais comme les différentielles sont
des morphismes de foncteurs strictement polynomiausx, elles préserventle degré polynomial.
En particulier, le p-complexe (7', J) peut s¥crire comme la somme directe de p-complexes
(T,,3) qui sont des p-complexes dans P, - Le théoréme 6.3 signifie concrétement que
pour d = pk, (T,;,J) est une p-résolution du foncteur SkoIM et que si d n’est pas un
multiple de p alors (7}, d) est une p-résolution de 0.

Exemple 6.4. On prend p = 3. Si u = (uy5..., 4,) on note S* le produit tensoriel
SM1®--- @ SH». Le 3-complexe (15, J) est de la forme suivante (nous ne décrivons pas les
différentielles) :
SZ N S(l,l) N SZ @S(l’l) N S(l,l) N SZ
=~ N

deg0 deg4

D’apres le théoreme 6.3, tous les groupes d’homologie de (75, d ) sont nuls. Le 3-complexe
(Ty, 3) est de la forme suivante :

S(2,1) S(l,l,l) 5(2,1)
53 — 5(2’1> — GBS“’Z) — 6953 — @S(l’z) — S(l’z) — 53
deg0 —— deg6
deg3

D’aprés le théoréme 6.3, (75, &) est une 3-résolution de S o 7O = 1),

Si(C, ) et(D, dp) sont deux p-complexes, leur produit tensoriel est(C ® D, J), ot
C ® D est muni de la graduation usuelle (c’est-a-dire C* ® D/ est placé en degré z + 7 ) et
J est définie par la formule (sazns signe de Koszul) :

d(x®y)=3d-(x)®y+x®p(y).

Si(C, d.)estune p-résolution de X et (D, dj)) est une p-résolution de Y, on peut vérifier
que leur produit tensoriel est une p-résolution de X ® Y. En particulier le théoreme 6.3 a
le corollaire suivant. Rappelons que si 4 = (4, .., 4,,) est un n-uplet d’entiers, on note

SH=8SH1®. ...Q SH.

Corollaire 6.5. Pour tout n-uplet dentiers u = (Y ,...,,), le produit tensoriel

Qi<i<n I,y,» muni de la différentielle produit au sens des p-complexes, est une p-

résolution de S o IV,

On peut passer facilement des p-résolutions a des résolutions au sens ordinaire en
« contractant » les p-complexes. Par exemple, si C est une p-résolution de X, alors le com-
plexe « contracté » C[l] défini ci-dessous est une résolution de X au sens ordinaire.
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—{ Définition 6.6. |

Si (C,d) est un p-complexe, on note Cj;y le complexe tel que C[zlk]’ = CP* et
C[leﬁ“ — CP**1 et dont les différentielles sont alternativement & et 71 ;

p—1 p—1
ot 2 cr Lot 2
=~ <
deg0 deg1 deg2 deg3

En appliquant ce principe au p-résolutions du corollaire 6.5, on obtient des résolutions
injectives des puissances symétriques, qui seront la « brique de base » pour les constructions
des sections suivantes.

Notation 6.7. Pourtoutz-uplet dentiers u = (uy,- .., t4,,), onnote T(S#)larésolution
injective de $# o 1M donné par la formule :

T(s%) = ( ® T) |
[1]

1<isn

Résolutions injectives des foncteurs composés

Une approche naive du probléme 6.1

Soit F un foncteur strictement polynomial. D’apres la proposition 3.36, F admet une
résolution injective (J5, d ) dontles objets /. I{f sontisomorphes a des sommes directes finies de
produits tensoriels de puissances symétriques S*. En prenant pour T(/£) la somme directe
des résolutions injectives T(S#) fournies par le corollaire 6.5 on obtient donc une résolution
injective de | 1/_? o IV Le lemme suivant est une application d’un lemme classique sur les
doubles complexes.

Lemme 6.8. Supposons que pour tout k£ > 0 il existe des morphismes de complexes
J - T(JF) — T(EH), tels que
(1) dod =0,

(2) onades carrés commutatifs T(JF)° . 'H‘(]If"'l)o .

Jko 1 2L st ()

Notons d la différentielle des complexes T( §> Alors le complexe total associé au bicom-
plexe (T(JF), 9, d) est une résolution injective de F o I(1).

Le lemme fondamental de l'algébre homologique assure que des morphismes de com-
plexes d : T([f) —-T I{?H) vérifiant la deuxi¢me condition du lemme 6.8 existent bien, et
sont uniques 2 homotopie prés. En particulier, si on choisit aléatoirement ces morphismes,
alors les composées 3 0 J ne sont pas nécessairement nulles, mais seulement homotopes au
morphisme nul. Le probléme i résoudre est donc le suivant.
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Probléme 6.9.

Comment moyen de choisir tous les relevements 3 des différentielles & o IV du com-
plexe Jp ol (1) de maniére cohérente, pour que la premiére condition du lemme 6.8 soit
satisfaite ?

Tenter de résoudre le probleme 6.9 pour construire des résolutions de F o [ (1) semble
a priori une approche naive et sans espoir (I'exzszence d’une solution au probleme 6.9 n’est
pas du tout évidente, et a des conséquences fortes, comme l'effondrement de certaines suites
spectrales calculant des Ext entre foncteurs précomposés par 1 (1). Nous allons cependant
donner une solution a ce probléme de choix des relévements dans le cas ot1 [ est un com-
plexe compatible & la torsion de Frobenius dans le sens de la définition 6.15 de la section
suivante.

Résolutions compatibles a la torsion de Frobenius

Nous commengons par expliciter quelques morphismes particuliers entre produits ten-
soriels de puissances symétriques. Soit 4 = (..., ,) un uplet d'entiers strictement
positifs. Pour o € &,,, on note o le n-uplet (1), - - -5 Uy())- La permutation o induit
un morphisme

o: 8§t —8§H

qui échange les facteurs des produit tensoriel. Notons v le uplet d’entiers obtenu a partir de
 en additionnant les termes y; et w; ,, cest-a-dire v = (W, (4 + Ui q5--05 hy)- La
multiplication de I'algebre symétrique §#i @ S#i+1 — SHi+#i+t induit un morphisme

Idemult®Id: S¥ — S¥.

Pour obtenir des morphismes entre produits tensoriels de puissances symétriques, on peut
aussi composer de tels morphismes, ou plus généralement prendre des combinaisons li-
néaires de composées de tels morphismes, ce qui nous conduit 4 la définition suivante.

—{ Définition 6.10. |

Soient u et v deux n-uplets d’entiers strictement positif. Un morphisme f : $¥ — §” est

de type multiplicatif s’il sobtient comme combinaison linéaire de morphismes obtenus
), P

par composition de morphismes induits par des permutations et des multiplications.

Remarque 6.11. Si f : §¥ — § est un morphisme non nul de type multiplicatif, alors
le nombre de facteurs du produit tensoriel $¥ est supérieur ou égal a celui de S”. Il existe
donc (beaucoup) de morphismes entre produits tensoriels de puissances symétriques qui
ne sont pas de type multiplicatif. Lexemple le plus simple est le morphisme § 25818t
donné par

(V) — S{V)®SY(V)

2w — QW+ w®v

On peut fabriquer une catégorie ./ ; des morphismes multiplicatifs. Plus précisément,
les objets de ./ sont des couples (F, gﬁ), ou F est un foncteur strictement polynomial
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homogene de degré d, et gﬁ est une décomposition de F' en une somme directe finze de
produits tensoriels de puissances symétriques :

¢:F=SPs-.

Les morphismes de ./ ; de (F, ¢) vers (G, ¢) sont les morphismes f : F — G dont toutes
les composantes [ : S# — S relatives aux décompositions de F et G en sommes directes
de produits tensoriels de puissances symétriques sont de type multiplicatif. On a un foncteur
doubli (essentiellement surjectif, fidele)

U :'//ld_)‘@d,]k

qui envoie un couple (F, ¢) sur F, et qui est I'identité sur les morphismes. Notons Ch(2, )
la catégorie des complexes dans &, .. Le théoréme suivant donne une maniére fonctorielle
(donc « cohérente » dans le sens du probleme 6.9) de faire des choix de relévements entre
complexes de Troesch.

r—( Théoréeme 6.12 (fonctorialité des complexes de Troesch [31, Prop 3.13]).

1l existe un foncteur additif
T: .//ld g Ch(‘@pd,]k)

tel que T(8#) est le complexe de Troesch de la notation 6.7, et tel que pour tout mor-
phisme f : (F, $) — (G, ¢b) de M, le carré suivant commute.

T(f)°
_—

T(F)° T(G) .

FolI® ﬂ. GolIW

La définition de T sur les objets est donnée dans Iénoncé du théoréme 6.12, tout le pro-
bleme est de définir leffet de T sur les morphismes. La démonstration du théoréme 6.12
repose sur deux observations. La premiére observation donne un choix canonique de T(f)°.
L’inclusion canonique §” o IV < §77 admet une factorisation

§"o I s §7 6 §P 55 §7P

dans lequel Iépimorphisme 7t : §” 0 §# —» §”7 est la composante homogene de degré np
du morphisme d’algebres

7:S(SP(V))— S(V)

dont la restriction a $P(V) est l'inclusion naturelle (V) — S(V'). Concrétement, les
éléments de S(S?(V)) sont des combinaisons linéaires de concaténations d'expressions de
laforme «(v;...v P) ». Le morphisme 7z a pour effet de « retirer les parentheses » dans une
telle expression. Par exemple si p = 2, alors 7t envoie (v,,)(v30,)(v5v) € S*(S*(V)) sur
V;...0, € S%(V). En général, si u = (..., 43, ) est un uplet dentiers strictement positif,
onnote ¥ : S¥08§? — §P e produit tensoriel des morphismes 7t/ : S#i0§P — SPH.
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Lemme 6.13. Pour tout morphisme f : $¥ — §” de type multiplicatif, il existe une

unique application f faisant commuter le diagramme :
que app g

§¥ o I()C VoSt T §p
A
fof<l>T fos? T f

u

Suo Mo guogr ™o géw

De plus, £ est de type multiplicatif.

Démonstration. Lunicité de f est une conséquence du fait que 7t# est un épimorphisme
(on na aucun besoin que / soit multiplicatif pour 'unicité). Pour montrer l'existence, il suffit
de considérer le cas ol f est une permutation ou une multiplication. Dans ce cas on prend
pour f la permutation ou la multiplication correspondante entre S”# et S#¥. Dans le cas d’une
permutation, la commutativité du diagramme est évidente, dans le cas d’une multiplication, elle
provient du fait que 7 est un morphisme d’algebres. O

La deuxiéme observation montre qu’une fois effectué le choix de T(f )O, on a un choix
canonique pour les Ti( /), 7 > 0.On note pI le foncteur gradué qui envoie un espace
vectoriel V' sur l'espace vectoriel gradué pI(V) = V[O] @ V[l] DD V[p — 1]. Ona
donc T($#) = (§7# o pI);y par définition du complexe T(S¥).

Lemme 6.14. Pour tout morphisme / : S?# — S?” de type multiplicatif,

fop[:Sp”opIaSPVop]

est un morphisme de p-complexes, qui induit par contraction un morphisme de complexes

(Fopl)py: T(S*) = T(S")

tel que (f o p[)([)l] =7.

Démonstration. Le morphisme f o pI est clairement un morphisme gradué. Pour vérifier
que c’est un morphisme de p-complexes, il suffit de vérifier le cas ot ]7 est une permutation ou
une multiplication. Dans le premier cas c’est évident (car la différentielle sur S7# o p 1 est par dé-
finition le produit tensoriel des différentielles des $##i o pI définies par Troesch, et idem pour
la différentielle de $#” o pI), dans le second cas cela provient du fait que la différentielle défi-
nie par Troesch est un différentielle de p-algebres différentielles. Le reste de Iénoncé est une
conséquence formelle des propriétés de f o p1. O

Démonstration (du théoreme 6.12). On choisit une construction fonctorielle de
la somme directe dans Ch(2,,, ). Pour tout objet ¢ F ~ @S* de M, on pose
T(F) = @ T(S#). Pour tout morphisme f : (F,$) — (G, ¢), on note T(f) le morphisme

dont les composantes sont données par :

T(f)*" = (}mop[)[l] :

Ce sont des morphismes de complexes d’apres le lemme 6.14, et unicité dans le lemme 6.13

assure que T est additif, et que T(g o /) = T(g) o T(f) et T(Id) = 1d. O
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~{ Définition 6.15. |

Une résolution injective [ de F est compatible a la torsion de Frobenius s’il existe des
décompositions | }“ ~ P S#, de sorte que les composantes gy . S4 — 8 des diffé-

rentielles J : /. Ié’ — ]5 *1 sont de type multiplicatif. De maniére équivalente, il existe un

complexeﬁ dans ./, tel que U(Jp) =]

Lénoncé suivant est un corollaire immédiat du théoreme 6.12. Il justifie la terminologie
de la définition 6.15, et constitue notre solution partielle au probléme 6.1 de I'introduction
du chapitre.

Corollaire 6.16. Si J; est une résolution injective de F compatible 2 la torsion de

Frobenius, alors T(/;) est un bicomplexe, et le complexe total associé est une résolution
injective de I/ o I,

Nous finissons par une propriété sur les produits tensoriels qui nous sera utile dans la
suite. Le produit tensoriel de foncteurs strictement polynomiaux est distributif par rapport
alasomme directe. En particulier, si (F, ¢) est un objet de 4, et (G, ¢) estun objet de 4,
leur produit tensoriel F @ G est muni d’une décomposition (ot dist est I'isomorphisme de
distributivité)

Fec 2 (Ps) o (@) B Ds es
7 v v

De plus, le produit tensoriel de deux morphismes de type multiplicatif est de type multipli-
catif. On en déduit un foncteur de produit tensoriel ® : .4, X M, — M, , qui releve
le produit tensoriel de foncteurs. La proposition suivante est une conséquence directe du
théoréeme de Kiinneth.

Proposition 6.17. J

Si Jp(resp. /) est une résolution de F (resp. G) compatible 4 la torsion de Frobenius,
alors [ ® J; est une résolution de F/ ® G compatible 4 la torsion de Frobenius.

L’exemple des puissances divisées

Comme nous l'avons observé 4 la remarque 6.11, les morphismes de type multiplicatif
constituent une toute petite partie des morphismes entre puissances symétriques. Ilestdonc
peu probable qu’un foncteur « pris au hasard » admette une résolution injective compatible
4 la torsion de Frobenius. Cependant, certains foncteurs d’intérét ont des résolutions injec-
tives compatibles a la torsion de Frobenius. Commengons par un exemple trés simple.

Exemple 6.18. Le foncteur I'" admet une résolution injective compatible 2 la torsion de
Frobenius. De fagon plus explicite, on a un complexe exact :

r'=st.

Le foncteur I'? admet une résolution injective compatible 4 la torsion de Frobenius. De
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fagon plus explicite, on a un complexe exact :

1 1—7 lmult

0-I?=Slest S slest 25 §2 0.
L'exemple 6.18 se généralise en tout degré. Rappelons que % : M, — 2, désigne le
foncteur d'oubli qui 2 un couple (F, ¢) (un foncteur muni d’une décomposition en somme
directe finie de tenseurs symétriques) associe le foncteur F.

,—( Proposition 6.19 ([31, Prop 3.21]).)

Pour tout d > 1, il existe un complexe J; dans .#; qui est une résolution injective de I,
dont le début est :

]O :(Sl)®d M @ (S1)®d :]L} =

1<i<d

ol 7; est la transposition qui échange le z-iéme facteur etle (7 + 1)-iéme facteur du pro-
duit tensoriel ($1)®¢. De plus, les inclusions A, : T%+¢ — T¢ @ T se relévent en des
morphismes de complexes :

Zu’,e :j;l+e _)-7d ®j;

égaux 2 Pidentité de (S")®4+¢ en degré 0.

Démonstration. Nous donnons les grandes lignes de la construction des complexes]Nd, qui
repose sur un outil technique mais standard d’algébre homologique, les complexes bar. Si A est
une algebre différentielle graduée commutative augmentée (ADGCA), son complexe bar (nor-
malisé, réduit) BA est lalgébre de Hopf différentielle graduée commutative (HDGC), qui est
égale 2 lalgebre shuffle 7°"(sA) sur la suspension sA de l'idéal daugmentation A (Cest-a-dire
Pespace vectoriel gradué sA’ = ZZH) et dont la différentielle est définie comme combinaison
linéaire de morphismes obtenus en tensorisant la différentielle de A ou la multiplication de A
par des morphismes identité. Notons .4 =[], -#, la catégorie des morphismes multiplica-
tifs. C'est un catégorie symétrique monoidale, le produit monoidal étant induit par les produits
tensoriels @ #; X M, — M ;.. On voit 2 partir de la description de la construction bar que
si A est une ADGCA dans ./, alors BA est une HDGC dans ./ .

En particulier, on peut partir de PADGCA §(V[—2]) (I'algebre symétrique sur une copie de V/
placée en degré cohomologique —2, munie de la différentielle nulle) et lui appliquer deux fois la
construction bar. Alors BBS(V/[—2]) est une HDGC dans ./ . Le complexe BBS(V[—2]) se
scinde comme une somme directe de complexes I, ydans A :

BBS(V[-2) =P, -

d=0

Le complexe BBS(V[— -2]) est un complexe combinatoire explicite, et on peut facilement mon-
trer que les complexes ] ; ont la forme donnée dans la proposition. Le calcul de ’homologie
de BBS(V[—2]) est un résultat bien connu de la théorie classique de la dualité de Koszul des
algebres, elle est égale 3 I'(V[0]), c’est-a-dire a l'algebre 3 puissances divisées sur une copie de
V' placée en degré O. DE maniere équivalente, chaque complexe ]; est une résolution de T?.
Enfin, les morphismes A 4 sont obtenus comme les composantes de la comultiplication de

BBS(V[-2)). O
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Construction des classes universelles

Dans cette section, nous expliquons la construction des « classes universelles » utilisées
dansla démonstration dela conjecture de van der Kallen. Nous commengons par en rappeler
Iénoncé (un énoncé nettement plus fort est donné dans [35, thm 3.1], mais I'énoncé suivant
est suffisant pour la démonstration de la conjecture).

r—( Théoréme 6.20. ) \

Soit 72 > 1. Pour tout d = 1, il existe des classes cohomologiques

c[d]e H* (GL,,I*(gl)))

telles que [ 1] # O et pour tout couple (d, ) d’entiers strictement positifs :

(Ad’e)*(c[d + e]) =c[d]Uc[e].

J

Notre démonstration du théoréme 6.20 est de nature combinatoire : on utilise des ré-
solutions explicites des représentations Fd(g[(nl)), et on y construit des cycles explicites z,
qui représentent les classes désirées. La propriété sur les cup produits est ensuite vérifiée au
niveau des cycles.

Des résolutions explicites

Comme nous l'avons expliqué au chapitre 2 (a la section 6), il est irréaliste de
chercher a construire des résolutions znjectives maniables des représentations ration-
nelles de GL,,, mais on peut utiliser des résolutions par des représentations ayant des
bonnes filtrations. D’apres le théoreme 2.26 et la proposition 2.27 les représentations
SH(gl,) = S"(gl,) ®--- ® S¥*(gl,) ont des bonnes filtrations, ce qui nous donne le
résultat suivant.

Lemme 6.21. Soit V une représentation de GL,,, et K, une résolution de V' par des
somme directes de représentations de la forme $#(gl,), pour des uplets dentiers stricte-
ment positifs . Alors la cohomologie H*(GL,,, V') peut se calculer comme ’homologie

du complexe oL - oL -
RS i= (K3)0 — (K)o — (K30 ...

En particulier, si ¥ est un foncteur strictement polynomial, etsi/ est une représentation
injective de F dans &, |, alors le complexe K = J(gl, ) obtenu par évaluation sur gl est une
résolution de la représentation V' = F(gl,,) comme dans le lemme 6.21.

Puisque la représentation r4( g[(nl)) sobtient comme Iévaluation sur gl, du foncteur
strictement polynomial I% 0 IM, le lemme 6.21 nous conduit  chercher des résolutions
injectives (dans :0/";, 4J) les plus explicites possibles des foncteurs strictement polynomiaux
I40IM. Clest précisément ce que les résultats de la section 2 nous apportent. En combinant
le corollaire 6.16 et la proposition 6.19 nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 6.22. Pour tout d = 1, il existe un bicomplexe K; premier quadrant de repré-
sentations de GL,, avec les propriétés suivantes.

1. Les objets de K; sont des sommes directes de représentations de la forme $#(gl,,),
et le complexe Tot K ; est une résolution de T¥(gl(V),

. , L 0 .
2. Le bicomplexe K| est concentré sur la colonne d’indice 0, et K " est isomorphe au
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complexe T(S1)(gl,), Cest-a-dire i Iévaluation du complexe T(S?) sur la représen-
tation gl,.

3. Pourd = 2, les colonnes d’indice O et 1 de K; sont non nulles. Plus précisément, on
a:

AR

K= ) 3% = T(gd) = P ) ...

1<i<d

T; ®7 — @7 estle morphisme qui échange le z-i¢me et le (¢ 4 1)-iéme facteur
de ®“.
Le premier point du lemme 6.22 et le lemme 6.21 donnent un isomorphisme gradué :

H'(GL,,,T(gl)) ~ H' ((TotK,)% ) = H* (Tot (K5™) )

etles deuxieémes et troisiemes points du lemme 6.22 montrent que le (début du) bicomplexe
GL \ ..
K, est tres explicite.

La classe c[1] et le cycle z,

Comme nous I'avons déja expliqué 2 la fin de la section 5 du chapitre S, la classe ¢[1]
ne fait pas mystére : pour tout 72 > 2, lespace vectoriel H*(GL,,, g[(nD) est de dimension 1,
engendré par la « classe du vecteur de Witt ». On prend donc ¢[1] égale 2 cette classe du
vecteur de Witt.

On choisit ensuite un cycle z, € (K2°)CL

» représentant la classe c[1].

Construction des classes c[d] et des cycles z;, d =2

Nous commengons par expliquer le cas de la caractéristique p = 2. Notons

T = T(S')l,)

Remarque 6.23. Nous n’avons pas besoin de la description exacte du complexe 7" pour
la construction des classes ¢[d ]. Cependant, le complexe T(S 1) est trés explicite, et pour
p = 2le complexe T a une description particulierement simple que nous donnons pour
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aider I'imagination du lecteur.

T2 S*(al,)
a1 o}
T= T = g[?z
ET gq\
T $*(al,)

Lorsque p = 2, les p-complexes sont des complexes au sens ordinaire, et l'opération
de contraction des p-complexes est triviale. En particulier, on a une égalité de complexes
T(®%) = T(5")®%, et le morphisme T(7, ) n'est autre que le morphisme de complexes (en-
core noté 7;) qui permute le z-iéme et le (7 4 1)-iéme facteur du produit tensoriel. On peut
donc réécrire les deux premieres colonnes du bicomplexe K; sous la forme

K, = K L4, = ped a7 P e

1<i<d
L'objet Kg,zd = (T®%)* contient V) le produit tensoriel (7%)®?. On pose :

7= Z{@d c (T®d)2d CKO,Zd ) (*)

Lemme 6.24. L'élément z; est un cycle de degré 2d du complexe Tot K;’L”.

Démonstration. Lélément z; € K 024 et de degré total 2d par définition, et il est dans le
sous-espace (K% )Gl car z, est invariant sous I'action de GL,. Il reste A vérifier que chacune
des deux différentielles du bicomplexe sannule sur z,. La différentielle verticale J sannule sur
z, par définition du produit tensoriel de complexes, et la différentielle horizontale d sannule sur
z, car z, est invariant sous Iaction du groupe symétrique qui permute les facteurs du produit
tensoriel 7®%. O

Lorsque p estimpair, la contraction des p-complexes est une opération non triviale, qui
ne commute pas avec les produits tensoriels. Cependant, la définition du complexe T(®d)
montre que K 024 contient toujours une copie du produit tensoriel (T2)®d, de sorte que
la formule () fait toujours sens. Le lemme 6.24 reste valable pour p impair, avec juste une
légere modification de I'argument montrant que la différentielle verticale d s'annule sur z,.

Que p soit pair ou impair, la classe du cycle z; définit donc une classe :

c[d]:=[z,]e H¥ (GLn,Fd (gtgp)) .

Compatibilité des classes c[d] au cup produit

Nous commengons par rappeler la description des cup produits donnée au chapitre 4
(2 la section 2.2). Soient V}, V, deux représentations de GL,. Etant données deux classes

¢; € H%(GL,,V.), pour i € {1,2},a classe

c,Uc, € H"(GL,,V,®V,)

(1) En fait, on a méme K3 = (T?)® comme on peut le voir en utilisant la description explicite
de T donnée 4 la remarque 6.23.
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est définie au niveau des cycles de la maniere suivante. Notons /;, /, et J;_, des résolutions
injectives des représentations V;, V, et V| ® V, (ou plus généralement des résolutions par
des objets ayant une bonne filtration), et soit ¢ : J; ®, — J;,, un morphismz de complexes
tel que H%(¢) = Id. Si chaque classe ¢; est représentée par un cycle z; € (J;*)L», alors la
classe ¢; U c, est représentée par le cycle

$(z,® 2y) € (11345 (1)

On peut également décrire la fonctorialité de la cohomologie au niveau des cycles.

Plus précisément donnons-nous une représentation W munie d’une résolution Ky,
Soit ¢y, € HUH%:(GL,, W), représentée par un cycle zy € ([d +d) . Soit
D : W — V|, ® V, un morphisme de représentations et soit D : Ky — K, un
morphisme de complexes tel que HO(E) = D. Alors la classe D, (cyy) est représentée par
le cycle

D(zy) € ({15250 . ()

Pour vérifier la formule des cup produits du théoréme 6.20, on considére d’abord le
cas plus simple de la caractéristique p = 2. On dispose alors du complément suivant au
lemme 6.22.

Lemme 6.25. Supposons p = 2. Il existe des morphismes de bicomplexes
Ad,e 1Ky, . — K; ® K, vérifiant les deux conditions suivantes.

1. Le morphisme H(Tot Zd,e) est égal au morphisme
Ay, r4+e(glDy 1 (gl @ T (gI() .
2. Larestriction de A d.e AUX colonnes d’indice nul :

Zd,e ZKS’_; = T®d+e - T®d ® T®€ = (Kd ®Ke)0,*

est égale 4 I'identité.

Démonstration. Comme p = 2, la contraction des p-complexes est une opération
triviale, doti une égalité (ot les complexes ]k sont fournis par la proposition 6.19) :

T([d ®] ) = T(]d) ® T([ ) . Il suffit donc de prendre Ad, = T(Ad, ) ot le morphisme
A 4, est fourni par la proposition 6.19. O

On applique alors les formules (T) et () avec les objets suivants :

v, =T4(glV) J,=TotK,,
V, =T*(gllD) J,=TotK,,
Ji42 =(TotKy) ® (TotK, ),
gﬁ =Id,
W =T (gl Jw =TotKy,.,
D=4A,, EZTOtZd)e,
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On obtient que les classes c[d |U c[e] et (Ad)e)*c[d + e] sont toutes les deux représentées

par le méme cycle Z{@d"'e du complexe (K; ® K, )GL", ce qui démontre le résultat suivant
(qui acheve la démonstration du théoreme 6.20 en caractéristique p = 2).

| Lemme 6.26. Sip =2,alors(A,,),c[d +e]=c[d]Uc[e].

Le cas de la caractéristique p impaire est légérement plus compliqué. En effet, l'opéra-
tion de contraction des p-complexes étant non triviale, on a :

T(,; ®],) £ T(J,)®T(,) =K, ®K, .

Le bicomplexe de gauche est le bicomplexe naturel pour lire Ieffet de 'application A de U
niveau des cycles (c’est-a-dire pour avoir un analogue du lemme 6.25) alors que le bicomplexe
de droite est le bicomplexe naturel pour lire I'effet des cup produits. On résout ce probleme
technique dans [31, Prop 2.4], ot I'on construit un morphisme explicite

¢:T()®T(,) - T(; ®].)

tel que H°(Tot @) estl'identité de (gl (g [5,1)). On peutalors appliquer les formules
(F) et (¥) avec les objets suivants :

Vi =I(gl) Jy=TotK,,
V,=T(glf) J,=TotK,,
Jis2=TotT(; ®],),
¢ fournie par [31, Prop 2.4],
W =T (glV) Jw =TotK,,, =TotT(J;,,),
D=A,, D=TotA,, =TotT(A,,)

On obtient, comme dans le cas de la caractéristique paire, que les classes c[d ] U c[e] et

(Age). [d + €] sont toutes les deux représentées par le méme cycle 284+ du complexe
TotT(J; ®],))°". Le lemme 6.26 est donc encore valable pour p impair, ce qui achéve
d pour p imp q

la demonstratlon du théoréme 6.20.
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